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dolio siropo (li csleiulcre la conoscenza dell'algebra moderna scrissi la Spo- 
sizione elementare della teorica dei determinanti (§ dOO, cr) la coi IV parte (1) 
doveva contenere i principii della teoria degli invarianti, ma poscia la scarsezza 
delle mie cognizioni specialmente nelle opere dei matematici Inglesi, clic tanto 
promossero tali argomenti, mi fece interrompere il lavoro, e soltanto pubblicai 
alcuni materiali da me raccolti (§ 100. cz). Ora compendiando liberamente 
r opera precitata dell' illustre geometra Irlandese cercherò di presentare ai gio- 
vani matematici Italiani la parte elementare del vasto oggetto e con opportuni 
prospetti e citazioni offrir loro oggetto ad ulteriori studii in questa parte dell' al- 
gebra, che tanto si distingue per eleganza e generalitit di risultamenti. Nelle ci- 
tazioni indicherò con Sahn. i §§ dell' opera predetta con Mem. ed Atti quelli 
dei precedenti miei lavori (§ 100, cr, cz) e con Ann. quelli della nota 
(§ 100 dn) sulla partizione dei numeri; i §§ senza alcuna indicazione si riléri- 
ranno al presente compendio, che divido in : 1. Determinanti. — 11. Eliminanti, 
§ 4. — 111. Concomitanti, § 15. — ■ IV. Equazioni dilferenziali per trovare i 
concomitanti, e numero di questi, § 43. — V. Tavole per la partizione dei nu- 
meri, § 61. — VI. Relazioni tra i concomitanti, § 66. — VII. Forme caiionh 
che, § 77. — Vili. Concomitanti misti, § 82. 


(1) Per dimenlicanzu fu iiimncs5D primn dei $ 60 il tìlulu della III pnrte die rrn: 

Àft‘t pro/'riVM (tei delenninaHii e hrv »*i. 


i 
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8lI^T0 DELLA TEORIA DELLE SOSTITl'ZIONI LINEARI 


I. Determinanti. 


1 . Mi è di compiacenza la conformilà tra la mia Sposizionc e l‘ opera del 
Salmon ; anch' egli si attiene ai casi parllcolarl, dal quali chiaramente apparisce 
la generalità della teoria, e nella segnatura sclilva l' Imbarazzo del doppll Indici. 
— Sarebbe inutile ripetere ciò che è contenuto nella mia Sposlzlone, noterò 
soltanto la corrispondenza dei §§. Il Salmon dice constiluenls ed elemenls gli ele- 
menti (Hfem. § 2) ed i termini dei determinanti. Per trovare I segni del ter- 
mini {Sa/m. § 9) egli considera il numero delle sostituzioni semplici (cyctic 
interchangf) con un numero pari di elementi {Jhlem. Nota | v), lo trovo- pre- 
feribile tener conto del numero dei rovesciamenti d' ordine da un citmiento ad 
nn altro {Mem. § 4, c Nota § iv ). 

2. Colle doppie righe verticali 


(0 




Ik, c.ll 

si segna {Sa/m. § 6) il roroplesto dei determinanti, che si ottengono omnietten- 
do in tutti i modi possibili tante colonne quanto il loro numero supera quello 
delle righe; i quattro determinanti compresi in tal simbolo (1) sono Ira loro 
legati dalle equazioni 

(2) a, I a,6/, | -a, | a,ò,c, | +a, I a,*,r, \ -a, \ a,A,c, | = 0 , 

(3) b, I a.ft.f, 1 -4, I a.V, I | I I | 0 , 

(4) c, 1 b.6,c, I -c, I a,b,c, | -he, \ a,b,c, \ -c, \ afi,c, j zrO . 

La (2) può considerarsi come lo sviluppo {Mem. $ 11) del determinante 


«. o. «. 

«■ «. «. o. 

b b b b 

<■.' 

che avendo due righe uguali è identicamente nullo. Egualmente si dimostrano 
le (3) (4). 

3. 1 teoremi della seconda lezione Sa/m. ^ 12, 13, 14, 15, 17, 19, 20, 
21, 21, corrispondono col miei, Mem.% 6, 14, 8, 12,31,33,32, 35,48- Nella 
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lezione III i 25, 27, 28 corrispondono ai Mem. §§ 57, 22, 57. II Saimnn 
dice (Salm. § 25) delerminanli reciproci quelli che io diceva associali, c conju- 
gati quando ambedue sono eguali all' unità. 


11 . Eliminanti. 


A. La funzione risultante dall' eliminazione della x tra le due equazioni 
(I) a^x"+a,x"~'.... + a^—0 , . . . 6„.=0 

la diremo col Salmon il loro diminanle, e la segneremo colla caratteristica 
R„,m onde ricordare il nome di risultanle più esatto di eliminante; inoltre. 
p<T uniformarci all' oso, che fisseremo in seguito, diremo ordine deU'eliminante 
rispetto alla prima equazione il grado, in coi i suoi coeiTicienti sono contenuti 
in ciascun termine dell' eliminante, esso è m , cioè uguale al grado dell’altra 
equazione (Sa/m. § 33). Similmente 1' ordine dell' eliminante E.,m rispetto 
ai roefricienti della seconda equazione è n . cioè il grado della prima. Dire- 
mo pure indice dell' eliminante la somma degli indici posti abbasso dei coeffi- 
cienti a^ a, ... a^ b, ... b„ compresi in ciaschedun termine 
dell' eliminante, la qual somma è sempre (Salm. $ 35) 

^l'zzmn 


Sono fiicili le conseguenze di questi teoremi, nel caso che ciascun indice i 
degli a si mutasse in p+i , oppure a ciascun indica i si sostituisse 

P — ‘l 

5. L’ Autore dimostra i precedenti teoremi mediante la considerazione delle 
funzioni simmetriche delle radici delle (i) ; essi, del resto, risultano evidente- 
mente dall' espressione dell' eliminante Jtm,m sotto forma di determinante. 
.Se le (1) hanno un fattore comune di i.° grado, si potrà (Sa/m.§ 46) ottenere 
due polinomii eguali moltiplicando la (1) per un polinomio del grado (m — 1) 
e la seconda per un polinomio del grado (n — i) ; l’ identità dei due polino- 
inii dà (m-f-n) equazioni lineari fra altrettante incognite (che sono i coeffi- 
cienti dei moltiplicatori), perciò 1' eliminante sarà il determinante (Mem. § 4 ) 
che stabilisce la possibilità della loro simultanea esistenza ; cosà pel caso di 
//~3 mzz2 r eliminante è 
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«. «, «. 0 

A i. 0 0 

(2) 71.,— lo 0 i=0 
0 o„ «, ", «. 

0 0 A. A, A, 

Si giunge ancora più spedilainenlc a questo (2) col metodo, clic il Sylvestcr 
disse dialitico {Salm. § 48) {Mem. § 88), e che consiste nel considerare insie- 
me colle (i) tante eqiiaiioni ottenute moltiplicandole per .r , per a' . 

.... quante occorrono, acciocché si possano eliminare le x , , jc‘ 

considerandole come incognite tra loro indipendenti. 

6. Il primo modo, che è dovuto all' Eulero, dà anche le condizioni acciocché 
le equazioni (1) abbiano due radici comuni; cosà nel precedente caso di n~'ò, 
/»— 2 si ha 


(3) 


j«o ", ", 

,0 b, A. 

1 *. ^ 0 


=0 


questa espressione indica (§ 2) che deggiono identicamente annullarsi quattro 
determinanti, i quali essendo legati da tre equazioni con coefficienti speciali da- 
ranno due sole condizioni. 

1 . V alare dell incognita ; per determinarlo si può col metodo dialitico 
(§ 5) eliminare soltanto le x’ , , .... , rimanendo un'equazione di 1." 

grado, che darà il valor cercato della x (§ d 00, dd). Cosi nel caso di «—3 
mzz:2 si ha I' equazione 
lrt„ , a. , 


(4) lo , A„ , A.jr-l-A, 

!*o ^ 



a a a \ 


"o ", ", 


b.b,\ 


b.b. 


b. b, A ! 


b. b, 


: 0 , 


la quale mediante la riduzione dei determinanti {Mem. § 40) può scriversi 

! I "j>. I . I "j>, I 

indicando al solito con I a„A, I 




b. , I 
"A I . — 

il determinante L" ' * 

1^0 » "i 


— 0 


'\="A—"A . 


e cos'i degli altri La radice comune a due equazioni del 3.° grado sarà data da 
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«0 

«4 


«4 


«0 


», 






a. 




a 

«. 

«1 

= 0 



l> 

* 

1 

X -h 


u 



K 

K 

K 


b. 

b, 

b. 



K 

b, 

K 

K 


K 

b, 

b. 




«. 

1 

«. 




«0 



, «, 

K . 


* 

K 


^ “h 


*0 

» 


. b. 

1 1 . 1 

«A 

1. 

l«A 

1 


1 

«A 

.! 

«A 

1 


8. Similmente se le equazioni (i) abbiano due radici comuni, per determi- 
narle si elimineranno soltanto le x' , X* , Cosi per n~4 m~‘i 

si ha 


ossia 


0 1 ^0 1 “0 , 


"A 1 . 1 "A I 


x'-h 


f'A I ’ I «A I 


1 «A I 


K per due equazioni del 4.° grado 


!“o « a^x'+a,x I 

0 , a„ . a, , a,j:*4-a,j:+a,l_y 

!*« . . h/-^h,r 1 

ossia 




«0 


», 

- 


b. , b, , A. 


*0 


. b. 


b. , b, , b. 

I«„M 1 1«A1 . Wo*.l 


1«0*. 



1"„M . I",A1, » 


9. Mi sembrano mollo meno comode le equazioni date dal Saimnn {Suini. 
§§ 44, 44), per le quali se sia li l'eliminante (2), l'unica radice comune 
alle (I) è data da 

\),Ji . X — u,,7fc=0 , 

e se due fossero le radici comuni, si avrebbe 
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SirCTO DELLA TEORIA DELLE ROBTlTL'ZIOni LINEARI 


d\^ . x' — D*«„«, /{ . J + D*», — 0 , 

indicando con u.^/t la derivala di R rispetto ad , con d\V,/1 

la derivata-seconda presa una volta rispetto ad a, ed una rispcito ad a, , 
ecc. Queste formule hanno eziandio il difetto che può essere nello «lesso tempo 
i).„/l=0 n>i,/?zzO , quantunque le equazioni (i) abbiano una sola radice 
comune. Su c.iit potranno consultarsi la memoria del Cayley (§ 100, co) ed al- 
tre ivi citate. 

\0. Metodo del Be'zout. Abbiamo insegnato ad esprimere I' eliminante 
Rn.m con un determinante di (n+/»)' elementi, fra i quali ve ne sono 
(to' — m-\-n — n) di nulli ; forse cbe sviluppando il determinante nei suoi 
termini {Mem. § 14), od applicando la riduzione già citata {Mem. § 40), si per- 
viene nei modi più spediti a calcolarne il valore; pure merita esser notato il me- 
todo del Bézout, mediante il quale I’ eliminante Rn,„ viene dato (^ScUm. § 49) 
da un determinante, i cui n elementi sono di 2.“ ordine rispetto ai roeffi- 
rienli delle due equazioni 


Il metodo consiste nel moltiplicare la prima equazione per d e sottrarla 
dalla seconda moltiplicata per a , il cbe dà un'equazione del grado (n — 1) ; 
siinii rosa si ottiene coi moltiplicatori dx-\-b' ax-\-b ; poscia coi 
dx'+b'x+c ax'-\-bx-\-c ;.... continuando fino ad adoperare i moltipli- 
catori o’jr"~'-l-Aj''~’-t-ecc. , ftr"~‘-t-4j:'’~*+ec. si hanno n equazioni, 

le quali coir eliminazione delle .r"”' , .... x' , x presentano un determi- 
nante, che ha il pregio d’ essere simmetrico ( Mem. § 41 ). G)s'i posto 
I ab' I ~ab' — db , ecc. si hanno gli eliminanti 



I ub' I , I ac I j 
I oc' I , I be' 1 I 




\ al> \ ,\ac \ > I I 

\ ac \ , \ ad \ -\- \ be' \ ,\bd \ 
\ ad \, \ bd \,\ Cd \ 



1 ab' 

1 , t «c 1 

.1 1 

1 


. 1 ae' 

H — 

1 ac 

M 1 

4- 1 6c' 1 , 1 ae 

1 -t- 1 W 1 


,\be' 

^*1.4 j 

1 ad 

1 . 1 1 

-^\bd\. 

\be'\^ 

1 cd 

1 , 1 ce 


1 ae' 

1 , 

\be' \ , 


1 

\ A de 

di nii è 

\ facile 

scorgere la legge. 
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'li. Si giunge ad identici risullamenli formando i moltiplicatori cogli nitiroi 
termini, anziché coi primi, delle (1). Date le 

, a'x'+b'x'-i-cx+tl ~0 

sottraendo dopo averle moltiplicate prima p<T dx é per a , poscia per 
(I e per c , otterremo altre due equazioni del 2.° grado, che combinate 
colla prima delle proposte daranno 1' eliminante 

a , b , c 

I I » 1 I ’ 

de , b'c — ad , cc — bd 
Il metodo del Cayley {Salm. § 52) consiste a formare il determinante mediante 
i coefficienti delle x x nello sviluppo di 

(ox"+ . .)(a'x "”-H*V'"-‘- 4-. . .) -(ax"*-t-»x'" ~‘ -|-ec .) (ax "-)- ■ .) 

X — z' 

e conduce alle medesime espressioni. Il dolt Uoole diede {Salm. $ 128) al- 
r eliminante la forma 

R,_— {ìac -Iride— bb')'—{\ac—b'){hdc—b'') 
di cui il trinomio ed i due binomii sono invarianti, come vedremo ai §§ 29, 35. 

1 2. Per Circi un' idea del numero dei termini dell' eliminante Rn,m tra 
due equazioni complete dei gradi n ed ra , immaginiamo che si formino 
tutti i possibili prodotti dei coefficienti della prima equazione (§ 4) presi ad m 
ad m in guisa che la somma dei loro indici sia ^ , e dicasi ìi^ il 

numero di tali prodotti, ognuno di essi potré moltiplicarsi per uno qualnnqu<> 
dei prodotti di n coefficienti della seconda equazione, i coi indici abbiano la 

somma {mn — /j) , il qual numero s.ir.à B — • Disegnando 

(§61) con il numero delle partizioni di « in in numeri scelti 

ad arbitrio nella progressione l,l,2,3..../z . Perciò il numero dei ter- 

mini contenuti in Rn,m non potrà eccedere la somma dei quadrati 

(»;",")) V )*-t- (B,*".-"’ Y I- (b|^"’”” )• . 

(]ol calcolo effettivo si trova che il,,, contiene 3 termini, fl,,, ne ha 7 
anziché l‘-|-l’+2'-|-l’-t-l’~8 , il,,, ne ha 13 anziché 
1 i>+ 2'+ 2’ 2*+ 1 ‘-I- 1 ’= 1 6 , ne ha 34 anziché 49, 

R,^ ne ha 76 anziché 119, il,,, ne ha 219 anziché 390, ecc. 
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SIMO DELLA TEORIA DELLE SOSTlTl'ZiOM LINEARI 


13. Eliminaziune di più incognite. M<‘(llunlc Id (unsiderazione delle fun- 
zioni simmcirirhc si dimostra {SaJrn. §§ 37, 38) rhe 1’ eliminante di 

due incognite fra tre equazioni dei gradi n m l h dell’ ordine /m ri- 
spetto ai coeffirienti della prima equazione, dell’ ordine /« rispetto ai coeffi- 
cienti della seconda, c dcH’ordinc mn rispetto ai roefficienti della terza. Inol- 
tre se si dica indice di un coefficiente l' esponente della potenza di mi' inco- 
gnita coi esso moltiplica, ogni termine dell' eliminante avr.à in com- 

plesso r indire nml : siccome le equazioni hanno due incognite, ros'i vi 
sono due di queste condizioni relative agli indici. 

14. Uso del Jacohiano. Giova introdurre una terza variabile z in guisa 
rhe le tre equazioni proposte 

u — 0 , e“0 , M'~0 

divengano omogenee rispetto alle a- j i ; allora i primi membri « e 
(*' si dicono tre forme ternarie. Dissi {Mem. 5 65) che il determinante for- 
mato colle derivate-prime di alquante funzioni di altrettante variabili dà col suo 
annullarsi 

J ~ 1 D,« , D,e , ILMC 1 = 0 

la condizione necessaria e sufficiente che una delle it v tv sia una finuio- 
iie delle altre due; questo determinante dicesi (Suìm. § 53) il Jacohiano. .Se le 
equazioni sieno tutte tre del grado n sarà 

rV)^u+y^^,uA-ztìJr^nu , xn^t>-\-yD,t>-\-z\ì.i'z:zni' , ere. 

e se esiste un sistema di valori x y z che rendano u~U . c—U , 

M'~0 essi annulleranno anche il Jacohiano J {Saìm. § 54) ed eziandio 
le sue tre derivate ; cos'i nel caso di «“2 abbiamo sci equazioni di 2." grado 
«mO , irzzO , tvzzQ , d,J— 0 . i>,7— 0 , d,J~0 

<lalle quali si possono eliminare le x' y' z' yz zx xy considerate 

come altrettante incognite, sicché (,?«/«.§ 55) f eliminante R,,,,, è espri- 
mibile con nn determinante di 6' elementi. In simil modo per trovare W,.,., 
moltiplicheremo le « <’ tv per x' y' z' yz zx xy per ridurle 

di 5.“ grado come lo sono le D,J lt,J lì.J , e le 21 equazioni cos'i otte- 

nute esprimeranno R^.,., mediante nn determinante di 2I’~44I ele- 
menti. In maniera più difficile Sylvester giunse (Saìm. § 56) ad indicare come 
anche per «>3 l'eliminante R»,„yn sia esprimibile con un determinante. 
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III. Coneomilanti. 


15. invarianti, la un sislema di equazioni lineari (cioè del l.° grado) . 'V 


sì es^tiiscono li* sostituzioni 


•i • 

• JT -}* :■ 

m 


' 4 

I . * < 


si Otiienr' mi nuovo sistema di'eqnazioni Ira le ) e pel teorema 

sul prodotto dei determinami (ilfe/B. § 31) si vede che {Salm. 18. 7^)^ iÌ 
i/eterminanle dd sislema trasjormalo è uguale al determinante \ | ' • . 

del sistema primitivo mehipìicàlo pel delerminhnle - i delle, sosti- '' ' ~ - 

lozioni, il quale si dice il modulo 'trasformazione. Per ogni sostituzione^ , -j . 
uni-modulare, cioè che ha'it dctenniiiante' \ | n: 1 , il determinante * ' 

I I della (1) rimane dunque invariato quando ai coefficienti, a, .... •• ’ì y • 

-c\ si sostituiscono quelli '.delle equazioni trasformate, perciò 'alla 'funzione i 

1 I coefficienti della (1) si dà il- nome’ i! iuvariante. Che se la so- _ 

slituzfòn? non è lini-modulare, la funzione | '1 relativa al sistema di ‘ 

equazioni trasformate (cioè ìli ■ ) eguaglia la funzione | | “■ '•■4 • 

relativa al sislema primitivo moltiplicata per la prima potenza del modulo i . 

I 'a,0,y, [ della sostituzione, ciò si 'esprime col dire che l' invariante ] a,b,c^ J _ " " ‘ ^ 
luì. V indice «zil ' 

16. Il (ìàuss (§.-100,. à) fece molto studio iutoriio ai numeri; -che possano 
prender una determinai^ forma 

■ • ( 1 ) ax'+ìbxy+cy . ' • , ; ' 

» ’ ' ». *.« . • * *• 
e notò che se mediante. le sostituzioni ’ ' '• ■ ' , ^ 

(2) x=sx^-yfy^ • , • ; • ' , .. 

essa si cangia in ^ -t. f : ,i ' : 




V y ' . • 


,‘w V 


•• '-Àt- 


;pigitizedby.(ioOgIe 


fi. 


10 ; 

' Sì ha 


BL'UTO DEUJL TEOBU DELUK ^OSnTUZIOni LOTEiRI 


. , • (3) a,c^—b„'—{ac—ò')M' 

essendo — -0y il modulo della, sostitnione (2); quindi la fun- 

zione oc — b' fimane invariata per opi sostituzione uni-modulare, essa si 
. dice un' ùidor/oAfe d’ /niiice =2 § motivo dell' esponente 2 , che nella; 

(3) ha il modulo M , - • - . 

* i 7. L' eliminante di due equazioni rimane invariato mutando I' incognita 
X nella , die se si pone x~:zMx^ l' eliminante cresce nel rap- 

'porto da 1 ad M'“ essendo fxzzmn il prodotto dei gradi delle dm- 
equazioni, perdi» r eliminante A,,m è un' invariante, il cui indice > 

' - ^18. Continuiamo ad accennare esempi! di funzioni che rimangono invariate 

-colle. sostituzioni un'i-modulari, e che colle altre sostituzioni lineari' riescono 
moltiplicate per Mr essendo M il modulò della sostituzione e fi l’in- 
dice deir invariante. Due forme (SaJm. |g 72, 77) contenenti le stesse incognite 

aF'+ìbxy-{-cyy a x'+ 2b’ xy+cy' - - 


. (3) ac + cd—ìbb’ ' ' .. 

I valori di - , che annullano le predette dm-' 


% (I) 

hanno r invariante 

cui spetta r indice 2 

forme, determinano sopra una retta quattro punti, che sono armonio (Sit/m. 

§ 128) ogni qualvolta l'invariante (3) sia '“0 . Siccome tutta la teoria- 

delie forme vale tanto per le quantità quanto per gli immaginari!, cosi ^ i va- 

. lori di sono immaginari!, essi determinano sul piano, qoattn». -punti,, che 

'* ^ T, ’ * ’ ' t • ■ 

sono armonici quando l’ invariante (3) si annulla -(Vegg. Meni. Istituto d860, 
VII, p. 326, §172). ' 

'' 19. Coi-a/Toa/i.; Most riamo con un esempio numerico come rispetto- 

alla forma. •■. . .■ •" 

r ■' ;• (1) 

- rimanga invariata la ■ - è, 

Si abbia la- . • ; ; ■ ■ 

■ ■'*' . (1) • 21a:'— 57 t>^33^> V8/ 


bigiti/recfby Cooglc 
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mediante la sòstituiioue uni-modulare \ ■ 

(2) =ir,.+ 7,. , ^ix.+ Sr.. . M=|;3= t. . 

■ ■■■ ■ ; '• 

rhe si eseguisce nel seguente modo (véggasi § 13) •. 

21,-^57 -1-33 4 8'. ■ ’ . . 

21-285-4-82541000 13—784156421 • . 

7 21—138—1414 13 2,13— 524 52-t-125 ' ‘ • 

214 9— 78 ' 13— 264 0 . ■ - / ' 

■ • 214156 |l3— 0 . ■ : : . 

' ' ,,'13-r- 04 041 : 

si ottiene la • ' • , - - • 

Ora sostituendo nella (111) i- coefficienti \ o=:i21 , èc ^- — 19 , crrll , _ttzzS 
della (1), oppure quelli az::zi 'b — C~0 , rf~13 della (1,) si ,V 

"ottengono le - ’’ V, 

■ ' ■ ' ' 

. clic sono identiclie, giacché (2|j)- jr,~5jr— 7/ , — 2x43/ . Sicto: 

me avTPrrebbe la stessa cosa conr ogni, altra sostituzione uni-modulare, e rolla 
sostituzione ■ , y^My^ ' la (111) diventa - ’ * . . . , ■ 

COSI la funzione (lll) é, rispetto alla forma (I), una spede d’invariante, cui si dà 
il nome di cot’oriantr. . .■>■■■ 

20. ConcoìnUantì. La predetta , (III) contiene, le variabili i y della 
forma primitiva v nella . a ’ . ■ * . 

(IV) (ar’4 2dj^4c/’)x'-|-(dx*-42fx/-|-4F’)r\.' 

vi sono eziandio le x y , .sulle quali sopponiaraó eseguila la medesima 
sostituzione ■ ' • . ' • ' ’ • ; 

(2). x'zzZ/,^ly\' v;\ 


O'rgitt-'i^’Gòogle 


. * 
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; ' Nel Ciiso particolare della (1) la (IV) è 

(4) (alar’— 3SJ7-hII/)x'+(~l94r’+Ì2fr+8)V 

file mediante la wstituzinne diventa - — • 

21—190+275 —26+104+ 21 —194^110+200 ■ 39— lo6-^- 19 

■ 7 lai- 43— 26 2|—, 26+ 52+125 7 —19— 23+ 39 2l39— 78—175 

•21+104- —26+ 0 [—19—156 *39— 0 

■ •• (— 26.r;+57;)+-+-(39x„’— 7,;)yzz);V„-+-13ar„y„ 

la quale si vede essere la'(lV) relativa alla (1 J. Dunque anche la (IV) è una 

■ specie d’ invarianle della (1), di cui si dice m emanante ; il suo indire è . zrO 

perchè I' emanante -non cangia nemme^n con una sostituzione il cui inndiiliH . 
itf. 'sìa differente da 1 . ' ' . ; 

'21. Supponiamo che. nelle, funzioni entrino oltre te variabili x y ^ 
'tee. anche le X Y Z- , \t quali sieno sottoposte alle' sostituzioni cos’i 
dette reciproche (§ 82), che per' fissar meglio le idee con un esempio, niimericii 
.. porremo •- . ‘ ’ . * ' ; . 

+=4x-27„-t-2z„ ,-x-.hxUr+ìz 
• (2) 7=r6x-47,+2.-„ . . Y--iX-hY-Z 

. ; . .-=2-r - j,+3r„ , Z^=z ÌX+ÌY+ÌZ-^ ~ ' 

■•...■che hanno il modulo M— | «, | rr — 8' ." (iosi la forma quadr.i-' 
tira ternaria • • • •. - . , 

. • (1) 2a:’-Ty-t- 2.r; • ■ - 

si cangia nclLi , . ^ ■ ‘ 

. ■ (O 12.r;-:-4r;*+16a„'-lG,-,^.,4 40;[y ; +<•'■ y 

vedremo (§5 37, 83) che la forma quadratica tcnviria ammette Un certo conco-. 

■ ,m//«o/e, il quale rispetto alle (1) (IJ è' . ' ' ' 

(6) ' _r— 2 Z*+ij 2 jr . • ' ■ ■ 

■ ,(5,) -128A';-208r;-48Z;+192+,J2,+ 16(tÌX-^20j^„y . 

è. colla sostituzione (2) si verifica chela (5^,) è uguale alla (5) moltiplicata per 
' il/^^64 , acche r indire dd roncomitante p.'.+^2 . — Un semplicissimo 

! concomitante d’ ogni forma è .• . . , ; ■ 

+ ; ■ ■ (6)' xX-^yY-{-cZ-h... '' ' . . " 


* - ' V . ■ 


. ' ' ' ■ 'DigilLzedby Google* 


' DEL M. E. PROF. G. BELIAVITIS 

Nel caso di due sole variabili esso può scriversi 




■ - \ • ■ ' ■* 7 —.)'^ • . . 

• ■ 'giacché le y — x' sono soUoposle alla soslilii7.ionc reciproca di (jiirlla ' 

rebtiv.à alle .jr' y , ossia (§ 20) alle x ^ . 

22. Nontenclalara. Dopo aver accennati questi esempii ci sarà più fàcile 
, intendere il precipuo oggetto della Teorìa delle sostituzioni lineari, e prima il ‘ 
bisogno di una speciale nomenclatura : quando io credo opportuno di allonta^ 

.. Darmi airun poco da quella adottata dal Salmon, aggiungo tra parentesi i nomi 
da lui usati. Le funrioni razionali intrre omogenee si dicono forme (qmintirs) 
(.9a/ni. § 61), e si distinguono in binarle, ternarie, quaternarie . tre. secondo 
‘ rhe contengono 2 , 3 , 4 ... variabili, ed in riguardo al si dicomv 

■ - lineari, quadratiche (quadrìcs), cubiche, biquadratiche fquartics), quintirhe,- 

- sestìche .... ed in generale è si segnaito ron ' (jr ; io- 

scriverò anebe • 

a.f^-4-nbx"~'f-i-ecc,. , od ec; '• ■' 

■'secondo rhe vorrò intendere che’ vi siéno esplicitamente rontennii i roeflìrienti 
Newtoniani della polenia..'(j: , o no; gli Inglesi scrivono 
•(a, b , c ,){x' , y incrnciccliiando insieme le due parentesi clic stan- 
no nel mezzo, c distingnono il secondo caso dal primo terminando lina delle pa- . 
rtmtcsi a maniera di freccia.' — Tutte le forme dedotte dalla primitiva, rhe^ 

' bamio la proprietà di non variare per una sostituzione uni-inodulàrr ,(§ 15) 
opportunamente si direbbero //leanan//; ma siccome questo nomé fu ristretto 
ad indicare le funzioni omogenee dei soli rOeffiricnti della forma primitiva ; cioè . 
senw le v.ariabili x , jr , , cosV..s’ introdusse la denominazione generale 

' d\ (oncom danti, e il iìistTo covarianti quei concomitanti, rlie rontengono le 
- variabili .x , y od altro sistema x' y’ ... .soggetto alle medesime- 

sostituzioni; che se invece- conteitgono le variabili , V , Z -soltopo- _ 
ste ad una ‘sostituzione reciproca (§ 21) di quflla rhe si .eséguisce sulle x y z.. 
della forma primitiva, i concomitanti prendono il nome di contraaarianti, - .sono 
•poi concomitanti misti quelli che contengono i due sistemi'di variabili x y i.i - 
X Y Z.. Abbbmo gin veduto (§§ 18, 15)-r.be vr sono pure dei roncomitanti 
relativi al sistema di due o più forme primitive. In ogni rOncnmitiinle si dirà 
-■ grado quello relativo alle variabili (iU“gj[i invarianti il grado -ò 6 ) ed ordine 
. quello relativo ai coefhcirnti della forma primitiva ; nei miei Ceqni, (Atti, 3,. 


,• r 

f • 
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14) avevo acquilo i' oso di dire ordine del covariante qnello che ora, seguendo 
r oso qoaai costante del Salmon, dirò sempre grado. 

23. In ogni concomitante si osserva pure l ' indice 
vedemmo ($15) f esponente, (i della potenza del 
quale viene a moltiplicarsi mediante la sostituzione il concomitante. Per deter- 
minare l'Indice di un concomitante si considerino quali indici dei coefBcien|l 
della ibrroa primitiva gli esponenti della potenza della variabile / che li 
moltiplica, ed in un termine del concomitante si attribuisca inoltre l’ indice 

-1 alla y nonché alla y , e l’ indice .-j-l alla sua reciproca Y , 

. mentre tutte le altre variabili abbiano l' indire 0 . , la somma di tutU questi 
indici per ciascbedun termine sarà t indice del concomitante. Si noti che tra 
! ronconiilanli si suppone compresa la forma primitiva ax*-\- nbY^'y-h . . . 
la quale è dell' ordine 1 , del grado n , e dell' indice 0 

24. Segnatura. .Siccome le proposizioni dell' Algebra s' imprimono nella 
mente coi segni meglio che colle parole, cos'i indicherò con 

.-V .■ / • '3?’-)(j:,yv...)‘’ . ' ; 

un concomitante dell' ordine p , del grado m ,‘ c dell' indice p rela- 
tivo alla n."‘ (x,y....)“ (cioè del grado n):'se 7 è il numero delle 
variabili x,y,... i quattro numeri sono legati dell' equazione 
... qpA~m~pn.- , • ■ 

>rà ,y y.' ■ 

un’invariante dell' ordine p (s'intende sempre rispetto ai cucllìcienti) trala- 
sdando di scrivere il grado che è =0 . . Il diKciminante lo segno .con 
; ^ ^(x',y ./ 

ommettendo r ordine che è e l'indice che è n(n — 1 )^' ; esso ' 

è r eliminante ' ' 

. ... («,(•»' . J 1 • • •)’’. «A • • v) ' 

Cosà pure ’ ' ’ . • - . . 

'3^‘\ax-hòy-}-cz , dx+by+ci , u"x-^by+cz)’\- ■ ‘ 

segna un invariante, di 3.° ordine e di indice ~1 delle tre forme paste Ira 
parentesi, tale è ($ 1 5) il delerminanté. ' 

•' ' ’’ ■ i v' .; . _ ' '■;- ;. 

che è il loro eliminante. . 


(tveighl), cbé è come' 
modulo M , ner la’ 
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25. Dtterminaziome e numero dei concomitanti. La prima queslione cliè si ' 

presenta è quella di trovare i concomitanti appartenenti a date forme: è palese . 
che le varie funzioni razionali-iutere omogenee, che si possono formare con al- 
cuni concomitanti sono esse pure concomitanti, sicché la ricerca si riduce ai , 
concomitanti irriducibili, di cui gli altri sono funzioni. Il primo modo per tro: 
varli è quello dei coefficienti indeterminati, cioè stabilire , la forma del conco- 
mitante, poi determinarne i coefRcienli mediante le equazioni, che daremo in „ 
seguito ($ 43). Indicando con ($ 61) il mimern delle partnioni di ft 

'in p parti prese ad arbitrio tra i numeri 0 , 1 , 2 , 3 .... « (si noti che 
), il .numero dei concomitanti 3ÌT") " della n.“* binari.1 ' . 

(■*■>/)" essenzialmente tra loro differenti è ! -, -, - ' 

;■ - ■ ■ ■- V' 

: Per gli invarianti è .(§ 24) f*~^ , nel qual caso invece di smvd 

per breyiti . ; sottraendo dal numero totale degli invarianti di dato’or- 

dine e di dato indice quello degli inyari.inti, che risultano dal prodotto di quelli 
degli ordini inferiori, si ha il numero degli invarianti irriducibili (così la sestica * 
ha {Ann. § i5) i seguenti numeri d’ invarianti irriducibili , - - - -- 

£<•••'=1 E'‘«— B,"'zz2— 1=:1 , £«— B,'-— 3— 2=1 , . 

E«*|_B;«ir4— 4z=0 , £'‘ '”'z=B^'’'=&— 5=1 , B(*;=8— 7=1 . 

26. Per ogni forma binaria -f- ecc. _ si hanno quelli che io 

.elico peninvarìanti {Alti, I 9) e che furono già considerati dal Canchy 
(100, •• ' . ■ ■ ; 
P — ac-^' \ P,= a'd-^abcr+-ib' ., P,—a'e-^'bd+6ab'c—U' , ecr. 

gK indici posti abbasso sono quelli 'TÌsult.inti (§ 23) .dai coefficienti a , b , 

... , CIOÈ gli esponenti della •.y' nella forma primitiva, 1 predetti, peninv.i-'.- 

rianti sonni coefficienti della Irasformala liber.ata del .secondo termine; molti- 
pKcati tra d; loro o con qualche potenza di a dannagli invarianti, ed'ancin-' 
i cpefficienti dei primi termini dei .covarianti, lo disimelo i covarianti in eun'l- 
mie/ e setazeurifos/cif secondo che gli ultimi termini hanno segni ugnali od op- 
posti dei primi termini a loro corrispondenti. Anche l' invariante 3ll''(j:<)')' è . * 
seroienritniico (5aAn. § 136). . . i . . . . _ 

27. 3Iolto più romplioata è l’altra ricerca delle. relazioni tra i concomitanti, - 
sotto ()neSto rapportò alcuni si dicono determinanti Bessrani o- Jaroliiani, altri 








, • .Djqitiiea !;y. 



f ■ 

♦* 



.ck)ogIe 


i6 


strino DEliLA TEOHU DELLE SOSTlTlnOni LIREAM 


evettanti, emananti ciò è quanto vedremo , continuando 1’ estratto delP opera' 
del SaJinon ; intanto credo opportuno di presentare in nn quadro i principali 
cÒDCoinilanti citando i luoghi dove ne ho daU o sto per darne la spìegatione ; 
«OM il lettore potrà formarsi un’ idea di tutto l' insieme, e focìimente trovare 
opportune illnatraùoni. , * ~ 

Quadro dei principali concomitaniij 


< .-a 


Forma 

Nuui. dei 
cnncoiuilanli 

prtmiliva 

irriducibili 

M.MSII. 


■**— 1— ii6a” *y~l~ 

a 

J -ex' ’y-h 



V”/' 


Oliali ralico 
ro*’4 aiarji + cy* 


Cubica / 

» = tJ-.»)'— ■ . 

i- 







3 lein invarionU di oidiDc'p ris|ielto ai cwrficicoti 

ISO 

dello forma e di indice § 1) 

La soininn dei suoi ^oeffielcDti ouiDericì é oulla 

. . (dia.ijS) 

3>n= S'***”*^ u questo discrimiiuiDle dù il prodot- 

lo n* dei quadrali delle dillerenie delle radici 
(diti, $ 3) 

3 rovariauti di grado »• rispetto alle va- 

riabili; 2/t-+-m=«p (S‘d-1) 

I' poninvarianti (§ 26) ; K H ed altro earallc- 
ristiebe, veggasi ai $§ ritall. 

Dal iiumoru o degli invariàuli o 

dei covarianti io sottro il nuuicni di quelli ri' 
sultanli dal prudullo dei precedenti, aiccfaè ri- 
mane il numero def concomitanti .kridUcibilt 
(5 23). . . 


I 

3, **xr»u n’=K(B')*l(i(H, quio^ 

di é r llessiaoo di u . ($73) 

£„'.*'4=l 

forma primitiva è il aolo covariante 


Irriduclliitc, 


p..lu=(ex-f-Sy)x'-f (tx-t- cf)f' Emanante (| 72) 

V* * > • 

eSi/r=iK < Evettantcdcl diveriminanle ($ 73). 

. • * % 
£'‘'»‘.x:t 

3,'*'»3=®»=r — 0)6* ■t Untici- 44‘d-4ag*-+-3à*«*— 


1 uà 1 

1 ’ 1 ab 1 

1 bc I 

.Udì 


ledi 


(5 i w». <0 

(M.D. A questo discriminante suol darsi ,^ppo- 
sto segno). ' 

' ; riò vale per ugni grado. 

3,*"»)» = P, »’4- ec. = I ^ I x>-i- r" [ xy -H 


I o6 1 . . 1 

ab l 


rdl 

• " ' . • * 

. •* » * d» 


V 


t * 

* ’ 


• Digitiz 


DEL M. B. PSOP. 6. IBliUTlTU ' f? 


Formi' 

primitiva 

Nunr. dei 
concomitauti 
irriducibili 
> 

• 1 
G 0 acoaiTiati 



1 erfl >’=*(•*)’!• «•<“ Hciiiauo caupnii- 
xàntc, <leltrmi»a»do delF Eiseostetu (J 100, o4), 
(15 19, 4», 50, 70, 74, 77). 



— p, *■-(- ec. =(a’d — Joic-t-24’)**-é- 
-|-S(<i4(t-2«c’-)-*’c)*^-* (a«d-24*d+ic )iy' 
— (ai/* — »6cd-f-2c‘)if’ 

. =C(D«) b scmieuritiBicO (|{ 49, 74, 92).' . 
Oli altri coDcornilaoti sodo TuiuìOdì dei precedeoti 


■ 

(4aa. § 48) ($ 48). ' 

Poi «= («X* -1- 2*aqH-eil’) *'-i- (**’-l- ?«*» -I- 
Emanante (| 20, 72): ■ 

pol*«=r (ex + ip) x'’-*-2 (*x-4-«j) xV-t- (cx-H^) f 
Emanante secondo ({ 72). . ‘ 

. ■ > 
'Furoiii rinùoici 
* itg'. 


Le relazioni tra i predetti ooncomitanti si atabiliscq- 
• no anediante la '. 

• 

• (5 7-«) 

• . • f 


5,Ó>3)« =ru*dx*— Ud*Jf’=J*(®tl)s= 
=jJac(«a,<*'i)«|, 

’ 3t'**«(3/*’3)a)=»«.3i'*'»)«=:— «*d’x» r 
" 'l)(3,**l3)«)=— n‘d‘=(*a)* , 

V. . • ■ 


P«l«„;^x'x’-hd»y . 

: VrS,<’>t3v5’>(P<>l*«)l=3,'‘V^*ift^’. , j v 

k ■ • ■ 

' -‘j Biquadratica 

u=(x , J|)*= 

' ■ 

-f- 6ra:’ jf* + 

-i-r»* ■ , . . 

’ ■ ■ • • 

! ' • 

* • . / 

1 • * \ 

iiè'-;- I ' ■■ 

: S3,"V)(ar.'-^0»<^,'’>« • (IT5». 

(Peir la carattarisUea vè^gaai i 70). ■ . 

ladel . . - . 4 

g,<'S»=J*»d ±r«i^d«a-4^+24*(l:-e‘ (J400,d) 
ledei ” V 

- 6 il determioaQle K(st)’Euthi ' Itarmsto eoOe 
’ -derivate quarte (5 67, 75),'è anche 

• K|»*.fi*.3l*E«' (§92) . , - 
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A questi si riducono lulli gli sitri invarianti (§ 48) 
tra i quali il discriminante . . ' 

»«=. 27 (3, <•>«)'= ,a*a> — Via'iie' — ' 

— 1 8oVe* -+- 54o4’ca* — 27A'e’-t' a-So'cd'c 
— 6a4’iTe — 1 80o4c’de-l- 1 084‘cd« -f- 8loc'ar— 
— 544’c‘a — 27 o»d* t08o«rrf>— O-tt’d* — 
'- 54 ae'd’rt-J 64 V</’^ ' (§ 100 . rf) 

=»^n’ ' m, S (§§. 59, 73) ' 


I " I y' =c3C)(rcl«») ■ , . (|75) 

K(a') Ruv, cioi Dessiano dellu forma primil. 
®(3«*'’u) • vioÈ Eveltante (§ 75) 


,t?lg)»=:(o'rf-8aAc-1- 2t‘)j:‘-|- {tt'e-t~‘ìaid 9oe'+ 
6t'e) x’-f -i- 5 {ate — Sacd-+ 2li'd) 
-t-IO(f-'«~ad*)*y-5(ada— J4ce-l-2«i/')x*y*— 
— (ae* — 9c'«-t-2ide + 6c</’)*y'— t4e' — 8crfè-(- 
-f-2rf^)g* Joc(m4J^^U)b), semìeurilmico. , 
Tulli gli altri concumit. dipendono dai prcrcd. 
u*3(‘la— «’3<»4I«. 3‘’'i*+{3<‘>6)a)’-+- • 
-I-4(3'»''4 )m)*==0 

3''(3">4)«)=-^ (3^<‘'»)*-j^(3<”«)‘ (SS 52,75)' 


Forma canonica 
«„=j:*ri-6c*’y* 
-+»‘ 


3,i*'n„;=lH-8e«=S(!t— )^)*(>— J)' essendo ^ 
/3 .j. i le radici . 

, . =t(«-iS)(j.-S)-(«-j.)(j-)J)ll(«-j,) 
I»-/?) - («-S)(5->)H(r-«l(/3->)-(a-^) 
(>^Si| (Sa/w. S 131, 4GI) 

3 >u„=:(l— 9 cT. 

Medianici valoTr di 3*'’** ® •*' 3s’**« si delci^ 
mina il valore di c apetlanie alla forma ca- 
nonica, e poi la a c l’ llesslano 3/**A) u 
servono a determinare levarjabili (Sa/m.'§ 133). 


Uuintica 1; 

==ux'-l-34x*jr-t- 
-I- lOcx’y'-l- 

+ lOdx'y’ri- 

-|-5axy*-l- 


>tt=o*/’— 1 0o4f ^- 1 - -\acdf 1 64 v/— 1 24cY-i- 

-I- I6ace*-f- 94’e*— ;• 1 2ad)c‘ — 7 64crfe-)- 48e^e 
484d‘— 32r’d« 

=-4J)|3,'»'j|«r (§76) (4111, S 6) (§ leo, de II, 
t ■ p. 84, dm) 





' 

* Forma 

Num. dei 




eoneomilanli 

Conce m T 1 st 1 ' 


primitiva 

iiriducrtin 
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• 

FnriDD 

Nuid. dei 

4# 

• 

. , 

« 

eoDComilQDli 

CORCOMtTAJITl 



prhmliva 

irrìilucibili 





£<••*1— 4=1 

3„“'ii=a>éd/’— 

-2b'P~ 

». 



— a*6*f ’/* — ia^é*ep -f- 4 1 à*bcéep — 
-5aé*</<»/’-f-ri«*c*r^ -30(i6’c*^/*4- 



• 

-1- 42 «*t rf’/’ — 21 flW/’ — I l ai'cd'P + 


• 

. : ■ -■ 

-4- 22Vd’/' + 78atc»d/’-4 W‘e'd/>— 27at‘/’-4- 

i 



-f-4 84>e*/’-(- 5a>d«Y— 5“'*«Y— 


• i 

. 

— «4 a'e'ic'f-h 133 at'ede'f - 54 b'it'f — 

l 



-4 8aic‘eV-(-3*‘c>«V 4- lìia'cd't(-\ »ab'd^ff~ 


• 

■» 

— 220 a6c^(Tef-\- <00 ae*tlef — 


. 


— 304V<fc/— Uc'ef— ìla'f(+^ 9iaicd*f— 


* ■ , . * ' 


. — 38*‘dY— *iae‘d‘f-h 9bVd'f+ 6te*<Pf— 

4 



— 2o V -4- 1 5a**i<«*-|-22a*c'»*— 54o* *c«*-4- 


^ . -i • 

-1- 27**4*-48«*c<re' ■+■ 3o4*d’<(*-h406o4c’**- 


0 r • -•*, 


— 81 *«cde‘ -38ac'«>-4- 384*c»«»+ 1 8a*d*«>— 

1 



-30a4e<<‘«* + 38**<P«*-(-8<icM’«'+254*e*ire*- 

i . 



— 57*c*rfr* -f- I8c‘tf* — 9abi^e -H 6ac*</*« 



. % ■ 

— 574*crf'« -f-TUc'i'e — 24c'd»<-(-4 84*<(‘— 


. ' ■. 


— 24ic*if-|-8c*i<* -(4a». § I4)(|70) ' 




Oppure può prendersi il * 





» « = (3,„"l«)*_ 4283 J*1«=V/» — 20a‘*a/> -f* 




-+-»a>cdp Hr4«24c*if' 








3,o'"*i«i'c’iP/'-|-4o>c^/*-|-4a'<rY>+ 22a>e’rf’/’ f 


' * » * ' 


-|-6oVd/’— 6SoV*-f/’-4- 6nYd‘/’-78ac’<f/‘- 


» cr A. 

^ ■ - 

^27e'T— 7»«Vd’/'— IOaae'dY— i9t'<P[— 

*; 

*:» . - f •“ f - 


— 27fl’rf'® — 40flc*rf*— ÌOc^rf^-f- termini che 

■ 

t’-': 


SToniseopo quando 4=zer=0 


i 



(8:*00. cl, p. 87).(l 76) 



£<5."(=Ó ■ 

£*‘.'•^5=0 

> 


i ■ 


£<*•">=1 

J,il*»>«=-a’d'/‘. ...-i-a*c'r (Sala. 5 4 38) 




è il solo invacìanle Aemieuritmico finóra co* 

' 


. - ** 

nusriiito, ed è la radiró dì un ÌQvariaole coni- 



posto eoi precedenti. • (§{ 43, 48) 

{ . 
r 

V'- H •• *. 


3/»6)ii=y>,i‘-)^e4: 1 1 -t- 3 1 


1 


• 


■ • 



* ■ * 

+ *, 1 « 1 + |,ed| [d/ 

-H- * 

. ' 






r *j-, •■ . 





. - - 


■ «/ 1 . . 1 de 1 

+ + I.Hr- 

3 





\ . 


.• •■. *' 

^ =R(D*Dltru*, ok/è è l'ifessiaDo ({ 70) 


•h 

* • . . ; . 7 ' 


*. ' ' ■* r ; ' 





». - 


■-Ì 


I 




. /■ ’ •: f.:- ^ 
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20 SUITTO DELLA TE(mU DELLE SOSTITtJZlOm LINEARI 


PorÓM 

primitiva^ ' . _ 

Ndm tki 
eoDcomilaDU 
irriducibili 



E,fs.'l=l 

V 

ec.=(a |rfj-2*[St|)a*-f-ec. 

' . I 

t 

*, 

£,<‘>>'=1 

1 ;t 1 -• 1 !5 1 )»’+( 1 S 1 - 

=K(a<)’RHa ({§ 52, 7$) |{ 400, de. II, p 84, 
e 1, p. 356) (Vegg. $ 400, H, IX, pi 472), 
(Solai. § 4 37). 

• V • ’ [ 


3it^)s) «= —^a'f—ia^t-^ 2ae<H■ 8*’d— 64e')ar^— 
(Sci/— 4 6oce- 94'<-|- eoiT-)- A84cd-24c>)x<y- 
— (2oe/-h 84Y— *2«* — »»*« -+724cP—- 
—t2e'Ì)x‘y'^{2adf—i Uef-^ 80e’-8 84de-(- 
-f-72e*e— 32ed*)x*jf*4^(5oe/— 4 6M/-+ «c'f— 
-9*’e+ 38<de— 24d»)aj‘H-(«/’-5*e/^-|- 2ed/-|- 
-t-8ce* — 6d'e)y' ' 

= . (4Hi, §20) 

^ . s 

.. . ■ » 

£,<‘>>•=1 

3,1‘b) ii=(o<e — 4*eT-od’-h 24cd — e’)x* -)- (ae/— 
— *Y — «de-)-t«a-)-4d*— e*d)*’iM- (od/— ie(~- 
— oe*-)-*de-(- e'e— «d’)*j*-^ {U( — te’— «Y +• 
-)-2ede — d’)jf' , , 

=E(a*)’litt*. Eapresao da uo delermiiianle 
(4(11, j 47) (J 67) e *80 i il canooiiUBle 
.(§§76,78) 

pencndalo - =Ax*+8jSx*jf+6>.aii’-|->iy’ 
e auppooeodo 

3,<’li)ic±=A*’+2Bxy-H:p’ -• 

■ si ha (§ 100, de,,ll, p. 84) ({ 76) naccrto 

3J’>«=A|J^)_B|.^I + C|g| • 

. . " diverso da quello dato prcredeblóiieoie. 

^ 'Fòniu caDonica . 
— e(»-l-!r)‘ 

>. ■ ■ 

, 

1 

•» j' 

3,o***«o=a’*’-l-*‘e’-l-**o' — 2ate(o-4-t-f-e) 

(Soiia. § 136) $ 78) 
3io'‘’»o=o4t’e’(a*-|-to-|-e<i) . (Solai. § 43^ 

3,pl‘«W,pxa*6V (So/a*. § 436j . 

Altra forma cànonica è quella dell’ Hermile 
(§ 400, t(| per la quale il 34**’s)(x,p)’ si 
riduce al sok) tennibe cooleaeple xy , 

• ... (So/ai. § 437) 

' • ' ‘ 1 
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Num. dei 

coocomiUnli 

irriducibili 


primitiva 


■ Soslica ^ ■ 

-I- 1 

-)-l5«*»*-|-6/xy'4- 

+7»‘ 


0*/!4- 1 Jcc— 1 0<P: 


■«9,l*'li=nt (.!«,•, li 7, 20)' 

akei =aeeg — iUg-aiPf-^-2tc<lg-c'f — 
4 ■ » ' keie — ttep-i~k*p-^~2adef — ^cef — 

cdt[ — 2*d’/-)-2c*iV— 
dt'Jg -|-c’«’— SoT«+d* 

( Idi, Il 7, 19) (Il 76, 79)- 

£*‘•‘'—2=1 3»(3.<‘»2)«)= ■ • ' 

=aV»p*-(-ecc. 

i . ijpiorQ le il di8crimiDante lia 

qaeito invbriiDle irriducibile, -oppure -dipenda 

•**' .(;<«•• I»3)(I 57) 

■ -4-1=0 . • • • 

£**'“'=1 3ii‘“*«=3**>(3„<‘>8)o| •• . • 

. 3,<>»2)ii=:(aej — 6»j,_3ad/.+ 

Y“f“94'e*- ^ 7rrfc -f- Hrf’Jxy -f- -fr 

— cdf — 

(5 i®®-* VII, pag. 42, cA, V*r. p. »l I). 


ab € 4 

b e 4e 
c de f 
it’JS 




£,'•>"= I 


.;P‘ <f l,00,ri)(.ll«, § 18) 
,(3 ,'*'b)_=33„'*'« '• ' (§ 76) 


Seltimict eco. 


Pd numero del coocónritàali vegg. 4IM. ^ 1 6, 17, 


Diei'iizéd tij t ìoogle 




8r!^T0, DELI-A TEORU DELLE SOSTITrZIOKI LIWEAW 


Num. dei 
coneumi tanti 
irriducibili 


3,<’'=oi— 8t*-|-28cj— 58rf/-t'*S«* =Ku']l«u 
i coefficienti -sono anelli del binomio 

(Solai. § 108) 

3„t>t=KiS*. »*. ISalm. § I IO) 


Derimica 


1 , 3 , w>= oi — io« 4 -dScf— '?•/’ 
I ■ (come sojira) 


Duodecimica 


3h’‘’=KiV- 5B‘. 3l‘a«’ 


(Salai. §110) 


Quadralichè > 
u,=na:H > 


■ . 3,^’’(«i . «j)=ae'+e«' 2M'= | ^* | -|-| [= 

■ =K|*>a«,«. • (Sol*. 72, 128) (Il 18. 91) 

. =(oc'-l-co' — ìU')'—i{ae- — t*)(oV— ft'*) 

* * . - (Salai. |128).(§ HI 


Cubiche 

■|i,=;aa:*-l-S6a:’ar-|- 
'-t-tcxy'-l- di' , 

II, ?=»'»’’+ Jl'ji’y+ec. 


' 3 ii.)=«d’— o'd— S(lc'— t'c)=rKiVa«,a, 

a,'*l*) (a,- , «,) ■= {ac'-i-ea—'2b6 )x’4- (ad'-hdo - 
— be’ — cb'ì.xi) + (3d'-)-irt'^2cc')f*= 

V . =rKiVa»i«i 

, . : (§»') 


TstsiaiE, ' 

Qiiadratirn 

■ternaria 

«=4x*-l- fxi/+ ex- + 
4-f.'c:-+-rfji;+ei’ 


QCiTBi.'oais.cc; 


afa • '.■ ■ ■ 

3.t‘l«=ÌD'(a<»i=)‘= =abe-ì-3idtf-adP-tt*-i/* 

^ e de 

(5 I00, .«) (Soli». |§ 97, 488) (| 100, i'ì(|| 58, 
60, 84) il ano Erellnnle è un eontrovariante 
(uè segno il grado col numero Romano) che ,è 
dello Dessiano boi-dato • , . . ' ^ 

■[b4y~\ic\^ 


■.Di^ìlrect bj-.Coogl 
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j . Forma ' 
* primiliva 

Num. dei 
conromilanli 
irridtiribili 

Co,icuaiTi:<Ti 


^ ’ . 

(§s 8 », 87, » !) (Salm. ìfo$, 07, 115, 138) 
(§ 40«, 'a»i) (1 100, a, S 287) 

Forma caaonìcu 

/ 

* 

= »«o 

3,l»ii)K„=ieX«-f-eor*-)-oW’ 

D(3,>*lii)u)=:(l>«)« (§100,0,5 267) 

^ . Oubicu teruaria 

<'«nonioa ' 

-H-Orf-y: 
ptUi ebbe |iori>i 

. • • 

• » 

«==aa;*-)- 3j)‘-f-c*’+ So,**!)-)- St,sf**4-8c,j*a:-)- 
-l-S8,*’i-f-S4,ji’i-|-ac,iV+ Odrjiz. Uiporlo 
qui i coacomitaoti per la sola forma canonico 
3,*"»„=d*-o4cd (§ 400, H, p. 188, 484)(§ 97) 

2j'>u„—aVe'—20ateÌ>—M^ 

' li 400, H, p. 4 88 , 186) |§ 400, dV| ' - 

(Mm. 1(7, 120). 

* 

3>Bu=:a4c(otc-)-8d‘)’=(3*‘'»)’ — 64(34*'«)' 

• (So4ai. § 445) (5 37) 

Covarianti »■. , ■ . 

3,'”ò) «,F= <4’(oa:’-t- tjl*-)- «’) (a»c-f-2i4')xys= 

=K ib’Ék* Bcssiano ' 

|§ 400, M, p. 454) j 443) (§ 96) 



3s***«o= (o 8 e + 8 <(^i’ ( 6 ey’s’-)- eoi’**’-)-'oii‘j(‘) — 

. — 2(o<.e-(-rf‘)d>«„'-t-2(oic^5rf»)Ai.,3l*>8)i«a^- 

-3d*(3^’'3m„)'‘ (§ 400, ita") (Soiw. § 4 47) 



CoDlravarìaDli * t 

3,*”|I|) C3»^"« = d(ic JM- coK'-t- o«X>) -1- 

■+ (atc—4d‘)XrZ , (Saho, § 445) 

3t‘’»iii) «□=«3:,“’» = (a*c — 40<f4) (4 cX* 4 cor»-4r 
. ^ - 4 -oW*)— 6<rf5o4c-t-i<(')XJZ 

. (Sofà,. J 146) (5 90), 

3<*i»i)«„=e’3,“»ii ■ • 

. questo dà l'rquaTione detta curva reciproca- 
(§ jOO, cl) (Solai. § 4 445 ) _ - 

. . . 7 . • 


CoDooinìtanli rnisti (ì gradi sodo o^prossi dui liu- 
mei'o Arabo e dal JIocihìAo) 

(Acy = -ir^’)r4^ 2 rf(dy=— oi’-) ì/ t- 
f lerinini aonìuglii. (•S'a/m. ^ l-SS)> 

• (§96 


• • A 

30 ) 8 , 111 ) «„=(4>c»^-4c«j>) X'— |(^c+8d')y>j-4- 
+6ae<4i'a;-^-l2«(f’j:'y|4^i? f cc.=Kxi».'.xi5Ba’ 
(Sali». § 4 i7) 
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SITUO DELLi TEORU PRIXE SORTUrZIONI LIKEAKI 






» * ■ • • » 



.* W< 


Kumia 

priniitivu 

Num. dei 
coneomUanti 
irriducibili 

C 0 s c 0 II I T > a T 1 . • ' •' ; • - 

' 0 • * ^ * • ,i 

' -■ »J 

•V' ' 

Cubica quaternaria 
canonica 


«„=c>4- »‘-i s‘+ »‘-+(4*-+/p + »is-)-»w)‘ • 

(So/«. St26). . ; 

. 40 

• . J 

* r* 

Biquadratica 

Icrooria 

* 1 

» = 0 i* + 4j*+ os‘-(- 4(o,x‘y-+o,*>s-(-4jr’s-+ 
-+ 4 ,p*j: +o,s*j:+c,i*p) + 6(</p’3*,+ »sV-|- ; 
-f /xV) f l2(/x+ ■»+ »:)x»s 

4 

canonica 

• 

3,'’'«x=o4o l(o4,o,-(- 4o,Oj + ca,b,y -(-» («d’-+ 

-+4o*+on +^ (»,4,o,-l-«.4,e,)— (2(o,»d-(- 
-i-a,md + 4,»o^-4,/c4^o,»i/+o,//|4-(2(/4,e,-+ 

-(- »ic,o,+ »a,4,)+l2(<//'+ f«i?+fr’H-Wo/— 

— (2/m»=K I2 >'Hh‘ (So/«i. S *♦•<)• 

* » 


fi’ 

3,I»Iit) h— (4c-^ 44.0,-+ »</’) -V*-+ 4 (4,0,.^, o^-^ 
1 —»(/»+ Ìo,»«) A* r -+ 6(od — 2o,»i— 2o,»-+ 

I -i-2/»'+f/)/’Z’+!2(4,o,— 2d(— o4,^/o,-- 

--«i»)V’(Z+ i Icriiiini.onalóglii . 






K- ^ 






MUl» 

100, bh, p. 101) (Salm. §$ I l'S, 15»). 


3,i‘i.i) u= 2 <i4, n^+- 

-h'2 (»/‘m -h 9a,tl -h •ia.i.'-h- ot,4, —aAm— 
— 2 a,i,ni — a,b j~2aib,f-\-il>ifl)2‘X+ 
-i-»a,bm-t- ttid -I- 2«,4,rf + 4«,4,«»+6*./«^ 
-+6b^[l-h I24,(m— Oa,4ii — ab,'— Sa^b^b , — 

- m‘—0b,'e-3iip ) 2/ni’)ZVr+ 2(9a,4^+ 

-(-0,4/— IOo,t,< -I- «o4,— 100,4, M-F ìaJm-h 
-+-ia,b,n 3b,tf-ì-»a,(lf—3ftm—»a,be— 
— So4,*f04,/M-0oii»> 0/^)Z*Xr-l-2(o,4c,-)- 

-f 24, V, -t- :^fl,4,< -)- 64,4,e-»- 94/» -F4w>-(r 
•4-Orf/i» — a,t,4—2a,bd—b,cj — 24c,/-84o«— 

— à 4,0/ —ibja — 64, «I» — 64,/j») Z'.T* 

-r 2(»4f/-f-«*,</ +-Hfl,4,0 +80,4,»— 5o,4iH^ 

-4-15/1»» + I24,r-F «oJ’+l24,e»iH-»fl,*e,— 
— <.2o,Ì,<,— (24,/» — 9a,dm—6lm'—tb^w— 
. - »rf//— *4.0, /— 60,4,1»- (54 //-o4e,)Z*ri';^ 
+ (o4e — 20o,4,f,-2«o,4|C,-2o4,c,-(-2#i4c,^ 
-+ 20,4,0 +- 244,0,/ 24o,o,»i ^ 24o,4,» ^ 

. — 64,«/-64,e»-6o,0ai-6a,0» — 6o,/l — 6o,/i»r 
— .»aV«— *4o’— »o/'-^Oo»i*— SOO/’— SO/»*-r 


--«io»— *4o’— »o/'-^oò»i*--»00/’'--»0/»*-+- 
-+ 480o/-(-48/»t»)Z»t*r + eco 

=KXU*-K«* _ , 

(J (00, 44, pog. (02) (So/)». Sii 15, )5»)-. 


L’ equozìoac dello coivo reciproca è dato da _ • 

«3t»>» =(3*‘'iv)»)‘ — 27(3 *'>ti)»)> . ■ ■ 
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Forma 


OBL |t. E. ^ROr. &. BELLAVITI8 


primUiva 


'1 

Nnin. dei 
concdÌDitanU 
' irriducibili ' 


CoacoaiTaRTi 


Quadratiebe Iqi'aarie 
' «,=oa:*-i-2/!ry 
-i-iy'+2e^z 
-|-2rfjrs+e*V 
ii,=:o'a:*+w. , 

«)=^"*’-l*ec. 


‘ S»*" (“i . «1 > «i) = Ut'f"— o(d'-(- d")'-|-- 

, cinque termini analoghi al pnmo, cinque al 

• aerondo, ed otto al tèrzo = Kii 3 *]| . 

3^”S)(«( . «•« . u;)=l{Ts5Ìli«,«,itj =Jac(«, 

(5ai«.§§t44,t89)(§ 69 95); 

9 « Vo j *1+ *1” + 

. I id I -n \ g j .^ns 88) 

,»i):^o'(Je'-(-(''i;)x*-t-cc , ’ 89)' 

■ 3<‘>n)(«. ,«,)=( j j I 

• ^ «r I . ••■ 


^ (§5 88,94) 

®nin(“i > ®i > “i) = ( oi'c', I *-tr4 iÌ4'd"|lac'd" 

-i-4 I tcV'llto'a’' I ^-4 I ca'ni cf/t l 

+S edV'lltd'a" I -+-8 ] ad/" Il «tf \ 

-t-8 I c«7' I ieYf ~8 I aeT fl »cd" I •* 

—8 I bfi' I ca’t" I —8- ttb f 11 crf'e':- \ ' : 

. -h4 1 ai'c" Il ie'f I --8 I de.’/" | •« 

■ \ • (§ 95) (5aini.| 482) 

a'r's) («1 i-«« . «i) = 1 a«'r 1 W' I p> -t- ' 
-)- J ed'e" I x'— ( I ai'e ' \ \ arif' I )x*y+’ 

_-f- ( I ac'r-i- I ar’d" \) x'x ( | ba’r ' 

+ I •" I ) »’x-( [ bc’f I + I ide" I )»’x.— 

— ( J coV I -f- ) re'/" I )i'z-4-{ ( e6e" | 

• 4- l.cd'r i )s'»-( I I +2 yie'f |.)xjx , 

9<''||1) («, , u, , I Ac'd" I ,V'^- I r o'e" | P-f- 
-I- I ai’f I /»-)-( yte’e" ) -1-2 | crf'/',' | )X*1' 
-O-/ I -Lo 1 Ae/-^ I ìrt»-!-/ 1 I_ 
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sunro DFXLA TEORIA DELIRE SOSTITCZIOIU LIREARI 


I^orDia 


Num. dei 
eoncomitaaii 
irriducibili 


{TimìUva 


5J<‘'K=a4e+ éef+i'e'f — adi ' — M- 
= K (K . m *« . 


Quadratica , 
teroaria mista 


axX-\-fxY+e'xZ 
-hftX+àir+dyZ 
*^ezjl— i~d zY’^czZ 


'.azioni differenziali per trovare i concomitanti, 
e numero di questi. 


43. Rispetto ai coefficienti della forma 

dico (.<4///, § 4) derivazione rispeUo agii i/idió e 9e%no con A l' operazióne 
per 1» quale è 0 , Cui,— a^ . £ia\z=.%a, , ecC, sicché scrivendo invece 

' \ ' (1) ax''-\-nbx‘~'y-^..-...+hy' . ' 

si avrà 

‘ ^ . (2) A=oD,-i-2to,+3cDi...+/^» ■ ' ■ - . ■ ■ 

dove D indica la solita derivazione dilferenziale. Dissi peninvarìanti {Atti, 
■5 9) quelle funzioni intere dei coefficienti a , b , per le quali si^ha 


Sé la forma primitiva fosse (f) ax^-\~bx"'~'y-^cx ^ly'-t-ec.-f-Ar": i I opera; 
zione A sarebbe (2') Ar=naD»+(n— ; Se gli indici fos- 
sero gli esponenti della ' x , anziché quelli della ' y , avrebbe una ana- 
loga derivazione rispetto agli indici, che io segno con v. , e che rispetto alla 

forma. (1) è . ' ‘ - • ' ' ’ ' ^ ' 

. • . (?) V=nAi>.Tl-(n— 

e rispetto alla (!) è (3') ' v 1 = Ad„+ 2cDj . . . -f- «An, . Per ogni invariante 
hanno luogo le- due equazioni § 4) (5a//n. § f 00) _ . ■ . . . 
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• 'S« il concomitante contiene anche le variabili della forma primitiva, e quindi è 
nn covariante, si hanno le due § 15) (5o/m. § 105) 

(111) (0-/«J3''’'/n)zzO , (v-xn,)3''”/n)=0 . 

L’ euritmia delle (IH), cioè il mutarsi 1’ una nell’ altra quando la ‘x si per- 
muta colla y j ed i coefficienti a , h , g , h si permutano coi 
. _ h , g .... b , o mostrano-che con tali mutarioni il concomitante 3''"/»)' • 

o resterà affatto invariato o muterà soltanto di segno: nel primo caso io lò dico 
eonV/n/fo. e nel secondo ic/»ieur///»/co. Cosi, per esempio, rispetto alla cubica 

u=:ax'-‘r‘ibx'j-\-'icxy''^d/ 

.avremo il concomitante (covariante) euritmico {/Itti, § 16) (§ 30) /' 

•' * T^)u^{ai-~b')x^+{ad~b()xy-^{fid—c')y' - ' 

che colle due derivaiipni rfspetto agli indici e rispetto alla j dà 
- À3*’'2)«“(3ae — ìb' — a^)xy-^{^bc'-^ad—\bc)y^ 

• ■ jD.^"2)tc=2(óc — b'lxy-j-{ùd—bc)y' 

'sicché la prima delle (111) è soddisfatta, e lo è pire li) seconda a motivo del- 
-l’ euritmia .di 3^”2)u . Lo stesso avviene del concomitante semieuritmico 

dato àl§ 30 i. . ■ . ' . ■ . ' - : . 

T^)u^a'd—Zabc-^U')x'^.....—{ad^--Ucd+<ìc')y', '- 

Pareva che gli invarianti Ibssero tutti euritmici, ma 1' Hermité ■ trovò (Sa/m. 

§ 136) i)')' (cioè invariante .della quintica di ordine 18 e di indice 

, ’ 45) che contiene il termine -t-o’cf/* ed il termine — aVy’ , e che per- 
ciò è semieuritmico. ' ' ' ' . ' . • - 

’44. Calcolo dei peninvarìanti. Se nella forma 
' • u—àx*-^nbx"~y '. . .-{-ngxY"~'-\-hy‘ 

, ‘si mula f in x-^0jr , H coefficiente (per esempio) d diventa' • 

. *■■ ■'_ ’ t/"f“3r^-f~3ò/3*-f-o^* — —d^0àd-\^ ~ùld-\~~^d^d . 

• J.O ‘ ^ 

. - avendo A il significato dato dalla (2)^; lo stesso vale per ogni funzione 

. ' . dei cpefficienti a quindi la condizionè che la $ , rimanga in-- 

■ ■ ■ variata colla sostituzione di x-i-0y ad jr è . ' ' • •• • 

• • ' Af=o. : . • -v ; •••: .. 

■ , Per determinare un peninvariante dell’ordine p rispetto agli »H^1 
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28- , 81 KTO DELLA TBORU DELLE SOSTITtZIONI UNEABl ' ‘ . 

co«nìcienti or , b , c .... (di" una qualsivoglia forma di grado non infr- 
riore ad /» ) e che abbia in ogni termine f indice fi ' , adopereremo il 
metndo dei coefficieuli indeterminati. Il numero di tutti i termini possibili di' ' 
è. B'r , cioè il numero di tutte le partizioni del numero fi m p 
numeri scelti comunque tra L . , 1 ^ ,2 , m , ed il numero dei ter- 
mini del BJflTJ ; dunque avremo cocfTicienti , indetermì- ■ 

nati, c rondiiioni a cui essi deggiono .soddisfare ; si ritiene per indubi- 

tato (Veggasi il § 55) che queste condizioni sieno sempre tra loro indipendenti. . 
sicché il numero delle soluzioni essenzialmente difièrenti sia sempre 

daremo in seguito le tavole numeriche dei B e delle loro diiferenze segnate 
eòli E- . Esempio p—5_ , m~A , p=5 ■ sei sono i 

termini del peninvariante . ' , ■ . 

ip . — au2*bf~^^o tùb^ c-]r^b‘' 

e quindi sci i coefficienti indeterminati « /S >. 8 » mentre le condizioni 

che risultano da ,« 100 . . - • 

ao*e-(-5*o’W-+-2/So*W-t-3/Sa‘c’-f-25/o’M-t-3>o'iV-|- ' 

- . , -l4zjV4-4Sa’i‘c+3,flVc-l-2,fl6*-h5Cai'=q ' • 

sono cinque/ ■(B^“'*'~5) , cioè . , ■ V . ' 

*=0 , 24-+-2>.=0 , 3|S::|-S— 0 , 3>-f4^-3fzrO , 2f+5CrzO . . ' . 

t^niudi uno sólo (giacché non si bada ad un moltiplicatore cambile) ' ... . .. 

^ àV/i-^3a'V^aA’(;— 2J‘. •• ‘ 

é'il peninvariante cercato, il quale non contiene .'c , perciò corrisponde., anche 
. 1(1 >n=3' ; come poteva desumersi dirfl'osserv'are che sono uguali le difTcfenù? 

■ 4 . . ■ 

Se ihvece sia , in“5- , r numeri B.**’*’ sono' gli , 

^stessi di prima ed il peixinvari.inte si Irova ' ' v •. ■ 

■- . ay-^5a‘6e-t-2a’c(/-t-8aiW— 6aic’ , ‘ ’ ’ • 

che dividendolo per . 'a 'può ridursi all' ordine p — ^f“3 ’. In ogni pcuin-' 
Pariante ’(.^if//<, § 8) la somma del coefRcienti numerici é “0 . 

4.5. Tutti 1 peninvariantrsono funzioni dei P, P, ..■••• (§26) {Atti, § &) 
(^nn.§ ff) coefficienti delja trasformata • ' i- 1 . 
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p^x” y+cc. . 



che è la u privata del secondo iemine ; sicché per esprimere un peninva- 
rianlc iti funzione dei P, ' P, •••• basta mutarvi à c d .... in 

0 p, p. •••• ^ . 

46. Calcolo degli invarianti. Ogni peninvariante di ordine p furinatu 

con tutti, gli -4- 4 coefficienti Jella forma sc abbia l' indice 

f*—inp sarà nn invariante, valc a dire le due condizioni (II) del § 43 sono 
in.tal caso conseguenza Tana dell’altra {Atti, § 3) (Ann. $ lì!) {Salm. § iOl). 
L’ indice dell’ invariante è quello che abbiamo definito aì 46, 23, essG si de- 
duce dagli indici dei coefGcfenti dipendènti dalle potenze della y o da Un’al- 
tra variabile qualsivoglia. • • ■ . —, _ 

47. Numero degli invaHanti. Dalla precedente teoria c dalla partizione dei 

numeri il Cayley (Salm. § 403^ Redasse il numero degli invarianti tra loro in-. 
dipendentr delle forme binarie; nón conósco la memoria del Cayley, ritengo 
peraltro che nellà ripetutamente'' citata Nota (§ 400, dn) sarò giunto ad analu- 
,ghi risultaraenti ; pel detto al § 44 l’ invariante- , j')” conterrà . 

■(posto p—jnp ) termini, i qu.4i saranno sottoposti -a BUilf*. condizioni, 
- perciò il numero degli invarianti ddl' ordine p sarà . ' 


(in si omraette per brevità p—\np) Alcuni di'questi Invarianti potraó-' 

no esser potente o prodotti di altri invarianti di ordine inferiore, ,'C facilmente 
si scorgerà ($ ^) quanti sono c(uel.ii Ira loro, indipendenti. 

48. Per la cubica si ha , -, 


.. F'-rt^o , (£"■‘^4 ,=£?*'‘'zz0 , ; £^-,'“'£r0 , £"'”'=4,, 

e si può asserire con tutta sicorézza che esiste un solo invariante ,_y)‘ , 

H -quale colle sue varie potenze dà-i-' 3*“' , J'-** . èc. — Per la quintica os- 
servando che' B**'*'.— - ^ >.u ) — 0 jyjya creduto (.dn/i. § 4 4) 

che mancasse ogni invariante di.ordine imparam’ente-pari, invece cs.scndp (§ 65) 
fi)‘'*‘’zr4 ,‘ciò prova l' esistenza di un invariante di ordine 48.^*Hermitc ha 
trovato (§ 100, bt) (Salm. § 136) che cssO è la radice df un 'invariante espri- 
mibile col mezzo dei precedenti ■ ,3'*’ 3^** 3**- ■» f 't3ice di 3^**’(4^.i.y)' 'ó 

fi' — 4.5 , cioè dispari a dilTerenza degli altri invarianti finora co'uosciuti, ed 
esso'è pure semienritmicó (§ 43). — Essendo ' 
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' • - £“'‘>=1 , £'‘-"t=2 , , jE>*'“>zr4 .V 

oltre il predetto 3*"' vi saranno gl’ rnvarianti tra loro indipendenti 

, T. , 3<“” ■ ;; • • ■ '■ .■ 

che danno gK altri . - . 

(3“T ; 3<‘'-3‘” , l W , (3"’)’ , (3^‘’)’3“’ ,■ (3*‘’)‘ ; 

■ e ritenuto che anche questi sieno_ Ira. loro. Indipendenti (del che può nascer 
dubbio, specialmente dopo quanto avviene rispettò - aì 9**’ , dove (3'“’)’ 

dipende dagli altri tre, yeggasi anche il § 52) gl' invarianti Irriducìbili saranno 
soltanto quelli sopraccennati. — ^ La biquadratica ha due soli invarianti 'indi- 
pendenti (§ 31) • ; 

- T. ’ ./ ' • 

-r* Per la sestìca avevo asserito (Ann. § 1 5) che non vi sono invarianti d* or- 
dine dispari, ma anche questa analogia era inesatta in quanto che si trova •' 

, sicché esistono gl’ Invarianti (§ 33) ” ' • , . 

T(-^,rT ,v 3'‘'\'.>“’:, , 

. ' 45K Calcolo dei covarianti. Le'(JII) del § 43 ci danno un modo (acile- 
1 5) di calcolare per una data n.'“ binaria 
• . . . . _ u— ‘ • +agx)'"^'-\-hy ' 

' mi concomitante. d’ordine p rispetto ai coefficienti e di grado m rispetto . 
alle variabili . x y , lo si dice un covariante c noi lo segniamo con 

infatti avremo ‘ . 

- ~ niA.x"'~'yr^m(in — i)Bx"^y‘....-Ji-mEy’^ -• 

quindi 'Ay^=0 , A—^B , 2B:^C ^ . . . . mE~&F ;'la prima ci nto- • ■ 
stra-chc A è un penìnvariante, che indicheremo Con essendo , p 

r ordine e l’indice (-^/h',§ '14); trovato si potCebbero-. ' 

calcolare i B ,''C. F col mezzo delle relazioni (§ 43) mB~'vA',- 

(m—i)C—^B ■ , ecc. che SODO euritmichc-dellc precedenti ; ma sarà più co> • 
modo permutare tra lorO' a ed A , A e , e cosà dal 

primo coefificiente ■ dedurre 1' ultimò euritmico di 
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, poscia troveremo soccessivameiite E- , A ; questo A 

sarà eguale al o ne diSérirà soltanto nel segno secondo che il covariante 

.è enritmico o semieuritmico. - ' ■ - 

30. Prendiamo per esempio' il più semplice dei peninvarianti 
P,=ac—b' , 

che si può moltiplicare per qualsivoglia potenza di a , sicché il .suo ordine 
p non sarà inferiore a 2 , mentre la forma contenendo c non può' es- 

!sere di grado inferiore a 2 ; ci resta da soddisfare ;\lla np — . 

Kcco alcuni cà«: ' n~2 , m~2 ‘ , 

■ ?."'=oV— ai’ , é’c . 

di qui si ha - - 

' 3,'”2)(-r ,yy=(a'c^ab')x'+ì{abc—b')xy+{ac'--b\)y , 

che è la forma primitiva moltiplicata per l' invariante ac—b' . Se prendiamo 
/t=3 , m~ì abbiamo , ■ ■ ' • 

i,^'=ac-b' , a;**=*d-c’ '' 

di qui il covariante euritmico ’ 

- 3;’'2)(x , . . '• 

■In simil modo ogni peiiliivariante dà una serie di covarianti. per le varie forme. 

. Numero dei concomilanti della (.r ,/)" .Sia p I' ordine ri- 
spetto al coèflìcienti ed m il grado rispetto alle variabili del covariante 
' , y)" , il suo indice 'sarà (/ìfl/i; § 1-4) ■ . 

' - . ' • ^ »P— T-W . ^ 


il peninvàriantc , che nel covariante è il coefficiente di x"' conterrà 

termini, ed a motivo della ■ - dovrà soddisfare a .condi- 
zioni, perciò sarà ■ / . ' . . • • . . 

' ^ 

il numerò di questi peninvarianti, essendo p - e p affatto arbitrarli, pur- 
. chè m—np — 2ft non sia negativo. Cosà se n=:3 i nùmeri dei concorai» 
tanti della cubica sono* , ed i peninvarianti, che servono a formarli 

-sono i tre ;■ ■' • . • > ' ■ ■ ■ ■ 
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a', P—ac—b* , P—a'd^iabc+U'' . ; . 

con tutte le loro potrnu* e prodotti, cosi per l'ordine P — ^ e gli indici ' 
^zz2 , 3V4 , 5 , 6 abbiamo i peninvarjanti _ 

. i «T. P,* , p; ; 

in quanto al penin'variaote di indice si trova che 

' >(4P.*+P.‘) ^ - 

è divisibile per a' , sicché esso si abbassa al .6.° ordine, • , 

^ 52. La biqnadratica'prcscnta cinque soli concomitanti irriducibili (§ 3i) 
^=3.">4) , C-3,'’'4) , »d:3«6) , G=S,'« - 

(compresa la forma primitiva A ) , e per' formarne il concomitante . - . 

■ . • . ;'3jrv-2/.)/ : : '' • 

bisognerà moltiplicarli insieme in guisa' clie risnltiT ordine p e f indice p . ■ 
Tutte le combinazioni che danno p=&. sono 

. ' AAAAA 0 , AAAC 2 , AÀD 3 , ACC 4 , CZ) 5 
' , • AAAE k , AAG 6 , ACE % ED 1 _ 

. . • AEE9, CG 8 ' 

. • • • ■ ■ EG iO 

('.danno gli indici posti accanto di esse; il loro numero è appunto 

cioè sono .tutti quelli che esistono nell' ordine 5 , ed i numeri dei rispettivi 

ludici 0,2,3,4,5,6,7,8,10 sono appunto. 

. , £,'‘■‘'=2 , £^*•‘>=1 E^^=i , . , 

■' ' ' . ■ - ;■ E^'—i ,, £,<‘^‘>'=2 ,• £J*'‘':iil . 

Passando a p~8 , oltre moltiplickré le precedènti combinazioni per ' 

dobbiamo a^i^ere Fé- 7 combinazioni' 

invece, la differeiFza 4ra { numeri totali dei cpneomitanti di ordine S -'e di 
Ordine 6 è . . .. . 

giacché 2 sono le nuove combinazioni, cui compete l’indice 6 (CCC,DD) . - 
mentre si ha soltanto ' ' . 

•• .- £'•■•'—£.'‘^=3—2=1 


. ' a 
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■ dunque tra i concomitanti 3 /**' 12 )(x ,_y)* . . / •. - 

A'G , J'CE . C , D' 

deve esistere una relazione lineare, ed essa infatli fu trovata^ dal Giyley 
(§ iOO, cq, ex) ed è ' 

ji^G—À'CE+AC+D'=iO ■ 

. (da cui egli ricava un metodo ingegnoso ed originale per la risoluzione delle 
equazioni di 4.° grado). Procedendo a p—7 si trovano altre 6 combinazioni 
CCD 1 , CED 9^, CCG iQ , EED /H CEG 12 , EEG 
il che si accorda colla ^ffercnia • . ■ . ' . ■ ' . 

_ , -B„'‘-*’=24— 18=6 . ■' . .. 

Procedendo a p=S si lianno altre i 1 combinazioni 

CCCC 8 , CCCE 10 ' C€EE 12 , ' CEEE 14 , EEEE 16 
. CDD 8 , EDD 10 , CDG 11 , EDG iZ , CGG 14 , EGG 16 
mentre è soltanto ' . , , 


• ( 




B„“'’'=:33— 24=9 


e ciò perché si hanno 2 nuove combinazioni per 1 ' .indice -8 c 2 per (' in- 
dice 10 , mentre è soltanto ’ 

. 4—3=1 , £.,“•”=4—3=4 ; 

qiiindi deve esistere. un’ altra relazione tra i 3 ,***^ 6 ) ■ ■ • ■ . 

A'E' , A'CG , ^CE , C , Ciy 

ed una tra i '■ 5.,'*42) ~ . . • 

. ‘ A'Eg", A'GE': ACG , OE , D'E ; ' : 

’ che saranno la stessa trovata dal Cayley moltipliuta per C . o per £ . 

Possiamo poi assolutamente negare che vi jia qualche altra relazione, e^ che vi- 
ceversa esista qualche altró concomitante irriducibile? — Considerando quella 
.parlicolare.quintica,^il cui 3^”2)(x',/)‘ si riduce al solo termine xy , Her- 
ipitc trovò (§ 100, W, IX, pag. 172) clic .esso ammetto un covariante di 1." 
grado . cx->rdy' ; tosi parrai sia riferitó dal Salmou, 1 1 37.-; pure £.'‘’”=0. 

’ ZZ. Legge di reciprocità AfKìhrvMit: (5a//». §§ 112, 113), essa consiste 
lìeir eguaglianza del numero dei coiìcomitanti 

. . 3 *'’’m) (x ,j)" e dei 3 '‘»m) (x , 7 )'' ; . 


■ . t 
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infatti atnbedue quésti numeri sono dati da . 


itp m 


2 r indice comune (§ fOO, eh). 


èssendo fi. 

54. Ternarie n. I concomitanti relativi alle forme di tre o più .variabili ' 
soddisfanno ad equazioni differenziali analoghe alle (III) del § 43. Per ciasche- 
dun termine 

• . ' kx’y^z*....* ", 

' della forma {x ,y ,z. i)” (al quale si suppone secondo il solito tolto il coef- 
ficiente numerico spettante al termine corrispondente «di (x-t-^-t-z-^- . . i .)") 
si considerino i termini ' . 


H-i t 
hx . jr z . 


. H-I A >— i 
•tx yz . 


nei quali 1' esponente della x è cresciuto di una unità, mentre d' altrettanto’ 
è diminuito quello della y , o della z , o ecc., e si diranno derivazioni 
rispelio agli indici ([ueMe ìnàhiXt dalle caratteristiche 

. essendo _ , ■ 

’ ' .*(,,4=^4 , \.^yi , .... 

(dove \ $ y ... sono gli indici del coefficiente k rispetto alla variabile. 
y , od. alla z , ec.). Ogni concomitante )/■ > ■* i •••)" dovrà soddi- 
sfare (Sa/m. § 105). alle equazioni . 

. /D^ , a,.,3zz«d.3 

l mi secondi membri svaniscono quando 3 à un invariante, cioè contiene i 
soli coefficienti della forma. * 

55. Prendiamo, per esempio, la quadratica ternaria ' ' , 

- uz::ax'-^-by'-t~c^'-^-2dy^+iezx+^fxy 

ostcrvando che rispetto a|le variabili x y i ' i suoi coefficienti hanno 
gli indici ^ . . ; 

^0,1.0 .^0 H,i ^1.0,1 ^1^.0 . * 

vedremo che. r invariante 3,. dovendo in ogni termine avere T -indice 
rispetto a ciascheduna variabile, dovrà essere * ' .. • 

" %—aabc+$ad'-^yèé‘-^^cJ'+‘deJ ; 
eseguendovi le derivazioni espresse dalle ' ^ ' ' 
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. • a^,o=0. -, , Aj^,£=:0 , A(,,«/=:e , , t>.^f=.a 

- '• . a,.,c=2ff , A,.,<fc=/ , A,.,<r=a , A,^a=zA,.)fcirA,./p:0 

avremo (§ 54) / ' 


y-^todc - — 0 ■.^.' 

A,.j3,~2«oAe-|-2iSaJ/+2}'flie-t-2S^+(^’+»«^j:i;0 ' , <■ 

che dovendo identicamente annullarsi danno per determinare i 5 coelTicienti 
a 0 > ^ » le 5 eqaaiioni 

. ' a-^-S^iO , 2/e+i=;0 , 2>+,— 0 , a-|->r=0 2S-|-»ci;0 , 

sicché r invariante è- • •• ^ • .•■• . • ■ .. 

• %*>'urzabc—aJ‘—be'—cf+ide/ ■. / 

Qui si vede che il dubbio da me' manifestato {Ami. $ '10) (§ 44) vi tealizza per 
le forme ternarie, essendoché esiste una soluzione quantunque le equazioni da 
soddisfare sieno tante quante le inco^He. ’ " ~ 

56. Dùcrimìnanii: Tra gli - iAvarienti prende il nome di discrìminente, 
quello che è {Atti, § 1) {Sa/m. §§ 62 . .-. 67) I’ eliminante delle derivate-prime • 
della forma, vale a dire, se data una forma {^ ,y,s ...)" fra g variabili 

si eguagliano a zero le sue q derivate-prime, eliminante JS -^, . . ... 

(§ 4) é il discriminante della forma,, die noi segniamo con 3)(x , ...)" ; si 

ve<le che esso è perciò dell' ordine q {/r-^i)^' ,'ed il suo indice è 
— 1 )*-' . . 

57. Il discriminante oltre le equazioni differenziali, mi é sottoposto' ogni 

invariante, soddisfa pure altre equazioni esposte dal Briosclii (§ 100, de, H, 
pag. 83). Col loro mezza si potrà forse decidere se il 2>(j;,.^)* (§ 33) sia 

‘ r invariante irriducibile oppure dipenda dai precedenti •3'*' S**' S***» 

. 58.' L' annullarsi ^del discriminante ’é § 1) la condizione necessaria e 
sufficiènte ch.è la forma binaria' abbia un fattore quadrato, sicché uguagliando 
la forma a 0 . si ha un' equazione con una radice dóppia ; c per le forme ter- 
narie ecc. è la condizione {Sa/m. § 64) che la forma , /i.“ possa mediante una 
sostituzione lineare ridarsi a mancare -non solo della x" ma anche della 

.rV «71). , - è;. ■ . . 

"• ^^.. // discriminante de/ prodotto dì due forme binarie u v 
a/ prodotto dei_ /oro discriminanti moHip/icato pe/ quadrato de/ /oro e/imi- 
nante Rn,n, .fi$a//n. § 67)., In particolare se v sia di 'l.° grado '-=ix—Xy 
si ha • ’ - ^ ' 


e -A 

è upua/e ' 4 * . 
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dove Rn,i i il valore di u quando vi si pone xz^jr . E se '* 

sarà (Sàlm. § 68) 

dunqne la parte del successivo ®(ar"*‘-t-6jr"y ... che non con- 
tiene k sarà h'. moltiplicato per un multiplo del discriminante precedenté 

3)(fljr”-|- bx^'y -)- hy”) ; si noli bene che in queste forme non entrano ^ 

esplicitamente i coeflicienii del binomio Newtoniano, sicché si ha' 

‘ . ^{ax'r^-bxy-\-cy')— — ìi’-t-oc „ . ' 

^{ax'-^bx'y-^-cxy'-\-dy') — ì,(ac — — \ abc b')d •„ ecc. 

60. Questo teorema si estende alle ternarie, ecc.^ in questo senso die ogni ' 
.termine del discriminante non contenente il coeffici'enle a di jr" ha per 

fattori due dei coefficienti di x'^'y , x"~'z _ ,;ec. (non escluso il caso che 
il fattore sia il quadrato di uno di questi coefficienti). Xiosì, per esempio, il di- 
scriminante (§ 37), della quadratica ternaria ' ' ' * • 

. . ax'-\-by'-kTCz'-^'ìdyz-\-'ìezx-\-^fxy • ' . 

ossia I! eUminante dejle tre derivate _ 

ax-\-/yA-ez—0 , fx-yby-\rdz—^ , ex-^dy+czi^Q 

é ' ' -' abc-^-^def—aéT — be' — cf' 

ed i termini senza a hanno uno dei tre fattori ef , e' , p , ' . " T 

V. Tavole per la partizione dei numeri. 

61. A comodo di , chi voglia occiqiarsi di queste ricerche sul numero: dei . 
«qncomitanti, oppura della partizione dei numeri, credo ópportùno di riprodur- 
re e maggiormente estendere le tavole date nella citata Nota (§ fOO, z/n)^;^ 

(^nn. §§ 8, fO). ^ ’ ■ . . ■ 

• • • . , •. • • ; 

è il numero di tolte le partizioni del numero fi io .p parti scelte comune • 

que tra i 0,1, 2,3 n , oppure in_^ n parli scelte tra i .O.f, 2,’. . . 

Le tavole sono calcolale, mediante la relazione , .■ ’ 

. .. ( 2 ) 
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« r altra che si ottien.e permutaodo tra loro n e p . partendo da 
(3) finché , e per f» >/> ; 

'si ha pure 

( 4 >- . 

Quando p>p il valore di è quello stesso di ' , che noi 

segniamo con ; se ambedue ìe n p sono uguali o maggiori -di ' p 

, è . che noi segniamo con B^- . ' ' . 

• ■ Tavola di per ,n p _ minori dii. ' ^ ■ 


■p=» 1 

p~ 

a 

p= 

a 

1 p=a 

1 -p=« •• 

n.^ 

a 

- 9 

a 

a a 

'4 

' • 

a 4 a 

a 

a 4 a • 

(i=t 

i 4 

4 

4 

4 4 
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4 

4 4 1 

4 

4444 

• 

' S. 

a 

a 

a. a 

8 

9 
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a 
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8 
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3 
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8 
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a. 
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8 
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4 

s 

a B. 

7 

8 
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7 9 40 44 

t 

1 

0 

a 
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7 

a 
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3 
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9 
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8 
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4 
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7 

4 
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a 

8.44 4q aa 

■e 
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7 ■ 

4 
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a 
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0 
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4 
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62. La tavola presenta le soluaioni dei problemi : In 'quanti modi il numerò 
‘N può partirsi in p parti, ciascuna' delle quali- sia uno dtgU interi 
{Arin.\h) '' ■ ' --fc. '-. 

, c-\-d é-hid , • c-\-nd'J 

In* B,,'"*" mmli, essendo ' , —“Se "il numero delle parti resta in- 

determinato, U numero del modi si avrà sommando i. predetti B' corrispon- 
. 'denti 'a i 2,^.3 . . In particolare se czi</~l si ha- . 

.M** 
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In quanti modi il numero N può partirsi in p parti disuguali scelte nella 
predetta progressione aritmetica c , c+d c-f-nd ? {Ann. | 5) In 

modi, essendo Se il numero delle parli 

resta indeterminato, il numero dei modi, ii) cui TV, può partirsi in parli dis- 
iigu, ili scelte tra i -l,2,3.,..n .sarà 






flT-40 


— -hB„. 


-ecc. 


63. Abbiamo veduto l' oso dei ' ‘ ' 

cbe' SODO le differenze dei precedenti, sicché dalla tavola dei E si deducono 
mediante le somme i B . Gli E . sono sottoposti alle relazioni analoghe 
alle precedenti 

( 1 ') . ■ . 

E;-”=Ej:"’’^'+E';:^/’'- ■ 

e, si calcolano partendo da . ■■ . 

(3') E-i , B-0 , E-i , E:'-'=.ì , E';f\z=i-i : E/'^'=0: 
Nelle seguenti tavole vi sono di 6 in 6 numeri le somme che danno i valori di 
1} ; e ad occhio si possono calcolare lutti gli altri. Cosi, per esempio, ' 

/,*T,_2, ^ ^ B„“’’'=43 , 7 , E’^*'=EJ^=Ì . 

, £'*'"'=2 ,'£„'‘'zzU , B„<^>zz&8 , £,.=:2I , B„=17. . 
' In alcune' tavole si ommise il caso di n^2 , perché uno dei due 

rtjrt Hel ' , 0,p) ^ 0,el • • , . 

B, oppure del fi, — — fijp+i_, ‘ è compreso nell ultima tavo- 

la che si calcola mediante le 

* ■ . * ' . * . • 
X'"— V 0 ./ 
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64. Queste tavole servono a calcolare uno dei numeri E n . ^ 

che non si trovi nelle tavole stesse. A Ul fine — si ponga attenzione^alla (4')J^''"* 
(ed all' altra essenzialmente differente (4)), col cui mezzo si diminnisce l’ indice'' 
fi ; — si avverta clic quando l’ indice /a è minore di Uno dei numeri sppe-'V’- 
riori n ,p , il valore di £ (o di B ) è dato dall’ultima tavola ; — e, 
si osservi che ripi-lendo I’ uso della (2') si ottengono le 


■ ; ^ . .(0.) • £, =E, 

. .,«»j-.-c=c*+c?-*csr+*r' ' • .:••• • 

' (7-) c=*^r''+r';:iT"-<-cr+«:r' :- .■ 

Ognuna delle quali può protrarsi a volontà fino a giungere ad nn termine da^» 
dalle tavole. Serva di esempio il calcolo di £^’*" che occorse al § 48 : dopo . 
scritte lè seguenti focmule vi si posero, ascendendo dall' ultima alla prima, i va- 
lorl'niimerin a mano a mano trovati 


A ' . t1 * T 


/ m •> =24-2+3+0=7 ■ 

. '(5> =--4-kH^1=8 •' ' 

-•(6') . 

Co) ■. =^7+9+2=4- 

(S') ■Eir'=^"*’+^HVÌ:’'=0+5-t-2=7 ■ • 

. (■/) . . £,•'-7+2=9 

(lioverà verific,ire il ealcolo mediante le . - 

;(7') ‘ =- 12-5-6+3+2 1 =1 ' 

(2') ■ =0+3=3 • .• 

-.in ■ , - ' =3^3=6 “ • 

: (6-) . A’;r'=iiT.'+C+^,?+«r =3+2+3-3=5 ■ 

^ (C') ' 

■ • ' 'Ciin equazioni pIenalnentc_^anaroghe iille (5').(6') (7 ) si trova 

• (7) ^iS4+.s»+.es+,so+sss:.«7 

(^) .. ■ /r,‘;'‘’=BJ"+B;;'=.tó +« =,B0 • ‘ 

(2) . • •' .£;’“'=«[•/•+«;•; :=i« =■« 

' '(6) . ■ ; . ■£,"’^=7i;f+7j;|'4-/i;|+£,v*’ . ■- 


=— 8-l-7+2=l. 


i;l84+l8S+l(184.|SO+SSt.V(I7 


7r.‘;'‘'=/7j'‘+B;;'=.tó +n =,S» 


-=:l« 4;SI =l(« 
■s:rl0+l#+si+rsfcres 




. ■ *. • ^ ' 
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(2) =i*H-»4 =U7 

Questo 967 serve di avvertenza a -riti volesse calrolarc I' yY' . 

65. I valori di c di quando n è poco disroslo da 

fRp possono calcolarsi mediante le tavole date dal Brioschi (§ 1 00, </e. Il, . 
pag. 274) comltinate col metodo da loi stesso esposto (§ 100, eh, VII, p. 303 
e de. II, p. 270). (Mancando qui le Philosoph. Transaet. dal '1855 in poi. 
non posso citare il Cayley). Facciamo 1' applicazione alla ricerca di 
occorre da prima calcolare i cDeilìcicnti di 

a tal uopo si 'determinano le somme delle potenze delle radici del denomina- 
tore, che sono • , _ ^ 

jf— 2.1 , j,=:2.H-2=:4 , 2.I+3=5 , j — 2.1+2-)-4 , 

s‘j!;^ 2.1 , — 2.1 -l“2-|-3 , j,^z2.I , 5, — 2.1-1-2-1-4 , — :2.1-t-3, , ecc. 

ciascuna" s~^ risulta dalla somma di due unità e del 2 , del 3 e del- 4 
ne1__solo caso, in cui sìeno summuhipli di r , poscia le. equazioni 

C—t, , 2C,—Cs,+s^ ,• 3C— , ecc. 
si calcolano comodamente scrìvendo in una riga i numeri I s, ... . , e 

nelle righe successive altri numeri ad essi proporzionali, in guisa che il primo 
numero di ciascuna riga eguagli il medio aritmetico di quelli che gli stanno di 
sopra (cosà 7 è inedio aritmetico dei 5 , 8 , 8 , ecc.) 
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. Dopo di ciò, per la formula iV(5) del Brioschi, . è. il coeflìcienle di 

jr' nello sviluppo di . 

~'(i^)*(7^>)(i— 4 ^)(r-*‘). .quindi 

B';,^^''zrt>C,+6C,+9C.4-12C,H-9C.+6C,+C,+ C— 967 . 

1 medesimi C danno anche i valori di nascono dallo sviluppo 

. "(i-ii'ii— x')n-xqn-^»'). . • 

Con metodo analogo al precedente si potrebbe calcolare una' colonna delle ta- 
vole corrispondente a dati n e p ^ giacche 


(i-x<Mi-x*)....(t-x"). — 

.. Si può anche profittare dei valori di calcolati dall’Eulero lino a ;<=60 ; 
infatti mpltiplìciandu la serie ' - . ‘ ' • 

.per (1‘ — — ‘X"*'). all' influito si otterranno i valoH di B';"' i", 

ppscli inoltiplirandn per _ (i — — i/’*’") .si avranno' ■ 
• quelli di B‘J''“ . Calcoli analoghi valgono pei -E ecco, per esempio,^ come . 

partendo dalle somme dei divisori del numeri diminuite tutte di un’ unitìi si ot- 


tengano prima t 

. ' 1 2 

1 ‘ 2^ 

0 0 


poscia I 

4 5 


1 i 


c finalmente i 

IrMM» 



5 

6" 

7 

8 

9x 

10 

11 

Ì2 

13 j ; ■ 

5 

TT 

7 

14 

12 

17 

11 

1t7 

Ti ■ ‘ ‘ • 
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0 

0 

t) 

• 0 

0 

0 

0 

« , ■ * ' 

3 

f) 

5 

11 

7 

14 

12 

17 

11 

2- 
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11 
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14 

12 

17 . 
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^ 4 
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12 
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22 
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28 
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4 ■ 
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* • ** 

~1 ò- 1' 1 2 2^ 4 4 8 . 14 . 21 ì* ' ' 

—4 —0 —4 —4 —2—2 —4 —4 
. ■ —4 —6 —4 —4 —2 —4 —4 

... , - — 1 — 0,— 1 — 1 -2 — 4,— 8 

■ ' : _l'_0 _1 —i \ 

■ ' J-4 — 0 — 4 — 4 — 2 • ' ' 

• , -, . ■ —4 —0 —4 —1 

• ^ --I — 0 ■' 

4 0 4 4 2. '* 4 3 2 4 3 5 ' ' 4 7 5 

-4 .^0 —I —4 —2—4 —3 —2 . 


i _o _| _1 —2 —I —2 
■ __i _o —4 —4 —2 —4 

_o — 4 —4 —2 



In simil m.TiiuT.T si trova (§ ‘lOO, <■»") B^’’'"'~/i','”~85067 . 


\L' Relazioni tra i concomitanti. 


66. La maniera (lircUn (§ 43) ■ per ralrolate } concomitanti col meazo ili 
- ■ . 4.iicflìcicnti indelcrlnlnati esige che la forma' sia complel.a; ora daremo altre re- 
lazioni tra i róncoiuitnnti die possono servire a calcolarli anche per forme man- 
.canlì di molti termini, teneste relazioni si verificano operando sulle forme ca- , -i 
■*.! _ miiiicke, cioè ridotte alla massima semplici.t.V, di cui sono suscettibili. — Risul- 

. ta dalla definizione stessa (Saliti. ^ 84) che; L’ m'tìrìanle di lino o più cova-. _ 

, ■ rìimti tkl/a medesima fotma .è esso pura un im'iirianle; ùh -òìi formula • 

; • . > : • ■ (I).’ 3<'’13''V,0(x,/)"]^ . 

’ 67i L invariante di una forma può considerarsi «dme fuiraioncdelle'dcri- 

vale-differeniiali della forma ; fos'i (per fissare le idee con ut» esempio) rispetto 
• . alla biquadratica ■' > . . 

. o“ox‘-ì-4i.rj--f 6f.ry'4 4<irjr"-f ev' • ' ’ > . 
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si ha, falla asirationr da un comune fallore numerico, 

' a~n'a , , d—y),\''ù , «crOj'i/ , • , 

Mcchè r invariaiile dì. secondo ordine 

. , Tu—ae-^bd+Zc' \ ' ■ . • 

|m'( 'considerarsi come la i'nnr.ionc di derivìite-quarle ‘ • , ■ ' , ‘ 

4 !),’//«. 3 (i),’_y «)’ ' . ■ 

che noi indichemnn run . ■ 

- *• K(i)*)’M«u ,, 

ponendovi due volle la u giacché in ciascun termine dello sviluppo la a 
deve apporsi a due D* , la qual rosa è già accennata anche dall' esponente 
, 2 , il quale significa che ogni termine dev' essere di 2°, grado rispetto alle 

derivate-quarte. Se I’ operazione indicata dal predetto simbolo si eseguisce sopra 
una funzione superiore al 4.°, si ottiene nna funzione ronleiientc anche le 'x 
y clic è .concomilanle colla forma primitiva. Aii.alogamenle al preccdeiile esem- 
pio ogni inv.ariante dà origine al simbolo di derivazione 

K(d*)'M ■ 

il '^rado n della forma (jt ,yY diventa l'ordine delle derivale prese com- 
plessivamente rispetto alle variabili X y ,l' ordipe p dell' Invariante 
diventa il numero delle li" comprese in' ciascun termine (vegga si §§ 90., 92)... ^ 
— In particolare il più semplice degli Invarianti , 

dà origine a quel delermluaiite di derivate-secoude, che dicesi I' IlessLunt - 

.'(Sii/m. 5 73) • ■ • . ■ ■ 

.. • ; 

K(ì*yyiHu=z • . • 

• ' ■ . ■ . • kV/'“ - • 

lìiova osservare che gli invariaiili ' 

, e perciò anche le funzioni K(d N ■' 

sono esprimibili con un determiuante; a quegli invarianti' il Sylvester diede il , 

■nome di cataiecticanis (§ 400, </e,.l, pag. 299). (§ 79). L'Hessiano od 'ultra 

delle predette funzioni Hi derubate di una forma ne è un concomitante; il che 

■ segneremo cosà , ..• • ■ _ _ 

• . ■ 

•; - (li) -k(n"“e)eM[(.r.j)-J»-:t'"'/„)(., .>. ’ • ‘i 


Digilizèd Cì oogle 


48 SI ]VTO DELLA TEOKU DELLE SOSTITI ZlOni LINEARI 

68. L' Hessiano puìi c$lenderM anche alle forme di tre o più. variabili, e»- 
sendo (Mem. J 79) 

Hess(j: 1 D..D, , d^d/, d,d. , . | [(j^ 
e questo è il covariante della «.*' q."“ ' . . . ' ' ' 

( 111 ) y'iiq—^(f)(x,y,z...)". . ' . 

. 69. Il Jacobi considerò (J 100,/) i determinanti funiionali, che sono. 

(§ 100, al) rispetto ad un sistema di q funzioni tra- q variabili, ciò ebe 
la derivata-differenziale è rispetto ad una funzione di una sola variabile. Questo 
determinante, funzionale {Mem. J§ 65, 69) si dice il Jacobiano c lo segne- 
remo, con 

’ J»c(«,e....)l= I n,/z . 

W Jacobiano di q eoncomilanli' di una mede.uma forma q"^-" è e.vso 
pure un concomitante {Atti, § 19) {Sa/m. § 81). Cos'i se la ■ ■».*“ binaria u 
ha il covariante di m.''"°° grado n si ha . .. 

(IV) Jac(«,f)— n.u.Djt' — D,o.'t)jtt:^3n-f-W‘^2)M .•! 

70. Altro simbolo di derivazione invarìantiva si deduce dalla stessa forma 
"(Seyw. 55 76. 86) - 

. , U—{x , y)"z::a.r'^+ nbx”~'j .... ’ / 

mutandovi le variabili x y nelle caratteristiche di dcrlvazione-difl'ereuzL'de 
i>, , — t). , cioè si ha ' _ 

R. i-n — I n , . 

aD,~nbp,^ . . . ^ . ngD.^ ±4d, ; • .■ 

siccome la forma primitiva può segnarsi, con 5/’n) , cosi indicheremo, qiie- 

sla operazione con (5 84) ' . 

K3.,">n)(D, , -d,)Mc 

(si scrive una sola volta la funzione <’ ,.su cui deve eseguirsi la operazione,' 
perchè ogni termine contiene una sola derivata n.”"“ ') Applicando il sim- 
bolo alla forma stessa si ottiene, se n è pari, / invariante di 3.° ordine ri- 
spetto ai coefficienti ' • . 

(V) K3;.'/.)(D,.-B.)M(ar,x)"=3*(x,jE): ; , ; / 

se n fosse dispari questa (V) sarebbe identicamente 'nulla. Anche i cava- 
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rianii danno origme ad un analogo simbolo di derivazi.onp (Sa/m. § 1 37) rlie 
sfgnerpmo K3^J'n»)(o, , — d.)M , per esempio (§ 30) 

k3 *2)(d, , -d.)n= ( flc— 4 ’)d;— (« rf-fc)D.v;-4- (w-c’)d; . • ' 

Td. Dalla forma si deduce anche il simbolo (^4//, § 20) (Sa/m. ^ SH) di 
deriTazioue’^ rispetto ai coefficienti ' ' . . . 

, /"D.— /“•jrD*4-/"’-r’D,...±.^D* 

che si. dice evettante e che noi segniamo con, (S (§ 86). L' evettante di un 
invariante è un covariante dello stesso grado della forma, cioè ■ 

'. (Vii e3''’'(r,j)-=3''"’'«)(jr,^)» - 

ti in particolare osservabile r evettante del discriminante 

giacché quando la forma (.r,>)" ha un fattor doppio (5oAn. § 89) 1’ evet-’ 
tante del discriminante si riduce alla potenza di -quel fattore; che se 

la forma (j^.,/)" abbia un fattore doppio di seconde grado, revettante-^on- 
do. 8'®(x,j')" del discriminante si ridurrà all' ^ potenzia di tal 

fattore (§ 58). ■ • . ' ' ’ ' 

72. Se sopra una funzione optogeóea u si eseguisca una o più volte la 

derivazione, che consiste nell' ordinaria difibrenziazionè scrivendo x y 

in luogo' dei differenziali, si ottengono qilelle funzioni, che si dicono ($alm. § 78) 
emanante primo, secondo, ecc., io le' segnerò colla caratteristica Poi , la 
quale fa allusione alla teoria delie polari date appunto dagli emananti (Mem- ' 
' 1860, Vili, §§ 64, 78), ctìs'i avremo , . ■ ' «.'• 

• Poittrrz-'D,tf-t-/D,B4:'... ' ' 

Pol’«:zu:'*D/it-f‘2jyD//,'B+. ...-hy*D/«4-'.. .. ',ecr. i. ,. 

Considerandole f-^y- !■» come variabili colle i y ... - 

(Salm. § 75), cioè soggette alle stesse soslituziotìi. Ogni ema(iante è un 'conco- 
nùtante della forma primitiva ; fÀcòèt ^yetoitexAa l' invariante di un emanante 
rispetto ad uno dei due sbtemi di variabili, si otterrà (Salm. § 80) un cova- 
riante della forma primitiva ; prenderemo I’ invariante rispetto alle x y ... ' 

è supporremo costanti le j' f . , che poi si cangeranno nelle y 

... .In particolare ppr la ' (x ,yY di .grado dispari avremo (Salm. § 83); 

(VII) 

Applicando a questa . (V II) l;i i[I) (§ 66) si ha (Az/m. § 85)' ; ' ' 
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■ ^ (vni) re’’ 2 )(-r ,jK)")=3^V,/)' ' y.. " ' 

rhe è il più semplice invariante di ogni forma binaria di grado dispari. 

' 73. Applicazioni delle predette formule alla ricerca dei concomitanti e 
-, •delle loro relazioni, che si veggono notate nel Quadro §§ 28.. >42. La 
quadratica 

ha r Hessiano, che ne è 1 ’ unico invariante ^ 

( 2 ) K(DTMi«=flc-*’zz3'*'(x.;y); i • - -• ; 

, esso è pur dato dalla (V) che, tolto, come al solito, il fattore numerico, ^ 

(5) J-(aD/ — 2 ^d,' y 4 - cd/) ( fljr*-|-2*.r/-f-cy)zrfflc — A*' . • 

*■ Il suo eveltante . ■ 

(6) €(ac — A’)zz(yD.— — b')z^y'-^'ìbxy-\-ax' 

e la forma primitiva. ’ • 

74. Per la cubica prendiamo la forma canonica {Salm. § 82) {Atti. § 17) *' 

• ' u—ax'-\-Ay' . ' • . 

.. il suo Hessiano è 

(2) K(DVMM«=:àD,*«.D/« — n(Djy«)*:zza<Ì9^^zz5^’2)u 

co» si vede che le variabili della forma canonica sono i due fattori dell' Hes- • 
siano 3*”2)(j:.y' . Lo stesso Hessiano è anche il discriminante dell' ema- • 

nanle, giacché la (VII) dà , - ' ■ - 

• (7) T\f°'u)^T(,<u'x'-\-dy'y')—adx'y'. ■ - • 

Per fa (I), che nel presente caso coincide colla (Vili); il discriminante deirHe.s- • . 

siano è anche i) discriminante della forma, cioè ' ■ 

(I) 43'‘'(3<‘;2)o)r=>43‘’’(fld:ry=w<fr=$y‘’i=»« . 

Conoscendo oltré la forma primitiva u il suo covariante 3^*'2) u—ouxy—v , • • 

il loro Jacobiano darà (§ '69) iin altro covariante 

(4) ,Jac(u , p)z±j(d,b,d/'— D jU.D^)~a’<ir‘ — acry'~^''Z)u 
; ■ semieurUmicO( che è inoltre r evettante del discriminante (§ 71 ) 

• (6) SSurrvO-'n. — x't>^{—^a'f')':=ja'dx' — atPy^ . • • ■ '/ 

75. Prendiamo per tèrzo esempio la'A/^ua</ra//ca • . 

■ . ■ . ' ' uzzax'^ècx'y^->r^dxy'-\-ey' ' • r ' > • ■ . - 
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priva di 2.° termine, giacché facilmente si pnò ridare alle formale' tutta la ge- 
' iieralità sostituendo alle c d e \ peninvarianti P, P, P, (§ 26). 
Essendo pari il grado della forma se ne avrà l' invariante piò semplice mediante , 
la (V), cioè 

(5) B(aD/-t-6cD.’//— 4JD.‘;/4-eo,')tfr=ae+3c*— 3^’u . 

L'altro invariante è data dal determinante K(d*)‘Muuu formato colle deri- 
vate quarte, perciò si ha . 

a 0 c\ 

(2) .oc m—ace — ad ' — . . 

\cd e\ ; '■ 

L’ Hcssiano della forma primitiva dà il covariante ' ^ 

(2'>_ K(D*)’Xi/u=::rà I D.D. , I «« = 

=UKJr'-f-ìadj^y-f-(ae — Zc')x'y^—Mxy-^-(ce — - 
il quale è anche (§ 72) . ' • ’ , , ^ . ' C 

rXPÒlV)=:3'‘'[(ar'V9^'')P-d-(4fx>'+2dy’)jy+(«'’+2d:ry+o'>’]= 

ed è pure 1’ evettante’dcl * j purché questo 3^’’.' si 

calcoli compiutamente, cioè. non si oramettano i termini contenenti- ò .’ Es- 

sendo. 3^*’(x ,y*r=ae-^4W-(-3c' , l' invariante del predetto covariante é 

. ■ • (1) T\T'^)u)=ade-acd'^ac<f-\-l^\ae—3cy_ 

e siccome non vi è (§ 31) alcun invariante irriducibile di 4.^ ordine, cosi siamo 
certi preventivamente che esso non può differire che per un moltiplicatore nu- 
merico dà" (3'’’n)’ . Per àstabilire la dipendenza di altri, invarianti possiamo 
supporre cizrO e vedremo che . ; < 

■ : rX3"’‘4)«)==3^‘\2GcjU:y-faeP/— ify)= ' ' '' 

il discriminante (§ 56) ' ' , . ' , . 7 

_ .. ;®«=fl^,(aifr-H/y , ìdx/+ey') • * 

deve contenere il filtore oe‘_ — 27<2* , che si ottiene ~ sostituendo nella 
ax'-^dy'~^Q il valore dato dalla, 3<£iH-ty^0 , che portato all' ordine 6 

diventa ^ • 

• 'oV— 27«'<^(3>)‘— 27('3'V ■ . / ■ ■ 
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7 6. Abbiasi ora la particolare quintica ' . . 

uz=.ax'‘-^\Qcx'y-\-fy' 

il grado essendo dispari, 1' emanante ci dà il covariante ' ' 

—axffy +Z{cx')'zr^c'x'-\r^a/xyzz3iS''^’* • „ -r . . 

e da questo si ottiene poi il primo degli invarianti , 

■ (8) _43.''-(r'2)«)=oy'z=3,> . ■ 

L’.Hessiano, K(d')*5T c le altre derivazioni K (d*)*?1 K(d*)*M, , che 
lianno ì loro tipi (§,67) negli invarianti 5,‘*’ 5/’’ S,**’ (appartenenti il 
primo alla quadratica e i due ultimi alla biquadratica) applicati alla proposta 
quiotica, ne danno i covarianti . 

3,'''6)»=:K(D’)’M«zi=z:(aj:‘-)-3f^’)(cj:‘+^’) — 

• • ~acx ' — • 

5;’>2)n=iK(nyM«B=-3cV-t-o/j-;^ 

3.'’'3)b=K(d‘)’M«*=— cV4-acAV— f>‘ 

i quali necessariamente si accordano con. quelli dati al § 32. Mediante la.(l) 
del §'66, questi covarianti danno altrettanti invarianti; i ' ' ' . 

;■ '■ ®(3»2)«)=:-ur. . 5*(3,"’6)«)=-i«y' 

.si accordano (tolti i moltiplicatori numerici) coll’ unico 3,o‘*’n ; I' altro . 

si "accorda- col 3,o"”“ riportato al §32, sicché è probabile che H Taà di _ 
Rruiio (§ iOO, cJ, pag. 87) lo abbia calcolato in questo modo, In^quanto al * 

'esso è ini invariante di 8,° ordine, ma non si accorda con quello che io calcolai . . 

(§ 32),"il quale sarà invece , . • - ■' , ... ' ’ •% 

' 3;>^rl=(3„V--2503WW6)«^^ . ■ ■■■' 

Questo 3,„'*’“ risulta poi dai coefficienti dei due 3”6)«’, 3’’6)« (§32) 

(§ 100, </e. Il, p. 84). — Nello stabilire l’ identità degli invarianti non dee 
dimenticarsi di osservare da prima se essi skno unici ;,così per la sestica u . . 
r hiv.iriaiite'del covariante (§ 100, cì) (§ 33) • 

•, . 3"'(3;”4)«) . ■ ‘ • ; - 

è bensì un invariante ih 4.° órdine, ma non è il noto ;3„‘'’« espresso da un 
determinante. • ' . - , ■ • . 
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VII. Forme canoniche. . 

* * . .* I . 

. 77. La binaria «ubica c sempre riducibile alla forma canonica ' ■ ' 

per determinare quali fuDiipni lineari delle' x y sieno le y^ si os- 
. serri che l' Hessiano ^ (§ 30) _ * ..■ -, 

(•*,/)*— (<K—é‘)-r*+(arf—6c)J74-(W—c‘)y*=z«„f, , 

• sicché (Salm. § 82) jr^ seno i due fattori, in cui si decompone 1' Hes- 
siano. Si fa astrazione dai casi di eccezione, come sarebbe x'y 

78i II Sylvester (§ 100, Not. 1851) trovò (5a/ni. § HO) che ogni 
forma binaria di grado (2>i — I) dispari è riducibile alla somma di n- 
potenze (2n~i )'*''** ; ciò risulta dall’ uguaglianza .del numero delle costanti ■ 

contenute nella fórma generale • . ■ , 

“ . ' ax^-^-Mx'y-\-ÌQcx'y'-}-\Odx'y'-{-^ex*y+// 
c nella forma canonica ' , 

■ . V+Zo'+V > . ' . 

• espresse linearmente per ■ x ' y' aono i fattori del covariante 

K(D‘)‘M((a:,y)‘)‘=3“’3)(x,^)‘ 

che dicesi il canonizzante, esso è esprimibile (§ 67) con un determinante, e può 
ridursi (JSalm. § 120) anchè ad un altro determinante, cioè 


ax-\rby bxf{^cy , cx-^y 

a 

—/V , /X* , 
. b ' f 

-x' 

d 

bx+cy , cx+dy , dx+ey 

b 

c d ' 

e 

cx+dy , flx-i-ey , m-!-//] 

c 

d e 



la .qual identità si dimostra {Mem. § 31) moltiplicando membro a membro per ■' 
r altra evidentemente identica ' . ■ 


* y 

a' X 


0 X y 

0 0 jr 
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79. Le forme (2 r)‘°‘" di grado pari superiore a 2 sono riducibili 
{Salta. § 422) alla somma di n potenze (2/i)“"** , quando si annulla 
. ' . r invariante . , ^ ' 

che è quello esprimibile con un determinante simmetrico (§ 67). — Se la pre- ' 
detta condizione ,y)*~0 non è soddisfatta, la forma biquadratica 

sarà riducibile (5o/f». § i 23) alla canonica • 

■ , . ■ (4) ; 

' , ' pongasi ' . x^^=Jx'+ìBxjt;^Cy' , 

ed eseguendo su ambedue i membri della (4) la derivazione espressa da 

. 

si oltecrà 

• {Ae-ìBb-wCa)x'+2{Ad—ÌBc-i-a)xy-h(Ae—2Bd+à)y= 

=A\{AC—B^x^y—fixjr^±iti{Ax'+iBxy-hCyy , 
quindi ' /x dovrà esser determinata dall’ equazione, cubica ' 

■ ■ , ' a ' , b , c—fx 

■ • ^ { '^2 4 , c-hf , rf , : 

‘ c~!x , d , e 

che è quella a cui si riduce {/Itti, § 44) la- risoluzióne dell' equazione: biqpa- •' 
■■■. . dratica. _ , . 

' '' ' 80. l’iù difficile è la riduzione alle forme canoniche {Salta. §| 424 . . . 426) 

. . , (essendo funzioni lineari delle due variabili • x jr ) ' 

della sestica a - • • . 

od in particolare a ■ 

• . «* * . ■ 
e della ottavica a ' 

6L Quadratiche teraarie ecc. Alla quadratica di tre o più variabili 
■ • u:nay-^'ìb,/c/-^biy’'+^c.xi-ir'ìciyz->h... 

' ' - ■ ■ si può in infinite maniere dare la forma canonica . 
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che contiene i soK quadrati di altrettante variabili : . se ciò voglia eseguirsi col 
, meuo di una' sostituzipne ortogonale, cioè tale che rimanga invariato il valore 
di . , ~v , la forma u — Xp' sì trasforma nella u,— , 

e qualunque sia dovranno esser uguali i due discriminanti 

2)(a — Af)— S)(u, — Xi>) ' ' 

il secondo ' ha il valore {A — A) (B — A) (C — A) ... , sicché 1’ equazione 
— A(>)— 0 avrà per radici i valori di A , B , C .. . Se i coefficienti 
della, u ~ sieno tutti reali l’ equazione 




a,-^A 

b. 


c. 



c. ... 

Cy * . 1 . 




ha {Mem. § 44) tutte le sue radici reali ; il Salmon lo prova in . varii - modi 
(Salm. § 155, ecc.) e cita le memorie § 100, o, bh. Veggasi § 100, ck' 

e le altre memorie, . che riguardano la riduzione delle quadratiche alle forme 
canoniche o il determinante relativo alle perturbazioni secolari dei pianeti. 

\ III. Concomitanti misti. 

82. Riprendendo l’argomento accennato nei §§ 20, 21, diremo in generale 
concomitanti misti quelli in cui le forme o i concomitanti contengono o più 
sistemi di variabili cogredienti x y s x y d ... , cioè sog- 

gette alle medesime sostituzioni, oppure due sistemi iontrogredienti x ' y z 
X y, Z' V . , cioè tali che le sostituzioni, con cui si passa dalle 

X y & ... alle nuove * quella, con cui sì ripassa dalle 

.nuove X,^ ... "alle primitive X Y Z sieno formate 

cogli stessi coefficienti ma disposti nei due ordini differenti, come qui si vede 

Veggasi il S 21. 

■83. Curve reciproche. Rispetto alla fo'rjna quadratica 93) 

■ uziziix'T^I^-\-cd-^'ìdyz-{-'ìezx+3,/xy ■ ■/. 
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è un concomitante {contravariante) Ja - ' 






^ 4 . " r+ Z‘—‘ì\'hYZ-{- 2 !^* ZX—ì\’^\XY 

, , tc fh 1«<1 ' \ed ’ 


col numero . 11 indico il grado del concomitante rbpetto alle variabili X Y 
Z (\^gasi il § 37). Le due forme eguagliate a zero danno le due ceduazioni 
Girtesiana e Plucheriana,. oppure baricentrica e baricentrale di una medesima 
diloma (Vegg. Sposiz. dei Metodi di Geom. analit. Mem. istituto 1860, VII. 
p. 309, § 147). In generale le equazioni baricentrica e baricentrale di una me-., 
dèsima curva sono concomitanti e possono anche dirsi forme reciproche. 

,84. Simboii invariantivi. Se U~^{X ,Y ,Z) sono-, 

due forme recìproche, cioè concomitanti tra due sistemi di variabili recìproche, 
sana {Salm. § 94) ■' , ' 

' . ♦(D- . , u.) 

un simbolo invariantivo, il quale applicato alla u dà un invariante. Così 
nell’ esempio del § precedente 1 ' operazione 
’ - . • .( (5c — ) d,’ 4- ec.) (ar'-l- ecc.) ’ . ' , - 

, dà r invariante • - ■ ' , ' 

. 1 Y 1 ^)*— abc-r-a^~be'—cf'^ Idef • 

che è anche il discriminante, cioè l' eliminante ... . , 

' -, f*-^by->rdz , .ex->rày->rcz) 
e quindi è un determinante (§ 37). — Nel caso di due sole variabili si ha 
Y~x , Xzz. — y , perciò sono concomitanti i’ . 

' . »(■*■<» <p{y,~X). • ' 

quindi il predettn sìmbolo invariantivo <t> (d, , D,.) diviene p (d^ , — "0^) 
o ricadiamo nella relazione (V) del § 70. . . ; 

85. Inoltre , ■ • ' • 

■ ‘ <^(D.^/ , D^u , D.o) ■' 

è. un covariante della forma primitiva u . Nel caso presente 

j. (bc — rf’)(ii,«)'— 2(arf— ^)n,B.D.«-f-ecc. •• 

dà il concomitante 

3 ,’*' 2 )«=(ia’Ac — a'(T—et.)x'-y(ab'c~abir — ecc.)y'-l-ecjz:« . 

cioè uguale al prodotto della forma primitiva pel suo invariante. Tra l’ indice 
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- tli‘1 concomitante, il suo gi'ado . rispetto alle variabili, U suo 

ordine ^ . rispetto ai coeflìcienti, il grado « della forma cd il numero 
t] delle ^Sue variabili ha luogo la relazione , ' 

- ; - ; qix-\-m:r±pn .. ’ . 

. 86. Può gcnerallzz:irsi anche il § 71 e dirsi evettante (Salm. § 96) 1' ope- 
razione che deriva dalla forma u“ (j , z)’ mutando ogni suo termine" ■ 

. lShx‘/z> in 

essendo N il coefficiente numerico del termine corrispondente di . 

Cos'i nel caso speciale del § 83, si ha . ' ' 

Applicando una o piò volte 1' operazione S ad un invariante si ottiene un ^ 
, roheomitante fcontravàrìanlej. La forma reciproca è data da 

r-\T"~''u)—V ... ' . 

— Se la curva , ha un punto doppio colle coordinale x'<j/ . 

i[ _ , il discriminante {Sa/m. 64, 97) si annulla, e 1’ evellantè del discVImi-’ 
nanlè. diventa {x'X+yy-^z'Zy ; che se due sono i punti doppi! svanisce 
anche 1' evettante, e l’ evettante secondo del discriminante diventa 

' ’ (j-'4r-)-..;)V''^^-f-...)’’ . ... - .' . ' 

, 87. Nel caso dei discriminante della qaa^iitica ternaria già dato ai § 84 è 

facile vedere che il suo evettante è il concomita'ntc del § 83, ed,- è espresso dal 
determinante . . 

I« / 




e d 
X Y 


X 

r 

z 


e 
d 
c 

z ..o: 


che dicesi {Sa/m.^ 138) 1’ Messia no orlato. 

88. Sistemi di fórme. Pel sistema di due forme dello stesso grado u v 
cercheremo gl' invarianti della forma u-\->.v , ed essi sviluppati secondo le 

potenze della X daranno altrettanti invarianti del sistema ;cWi pel sistema ■ 

- uzzax'^'ìdyz-Xby'r\-ee. u'—a'x'-\-‘^dyz-{-er. ■■■_■■.■ 

il discriminante di u-1-.Xu' •i;-(5o//n. § 139) ' ' . • •• 
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il 3''« è quello dato al § 84, poi - ' 

3 *’(“ . »')=(o'D.-l-Ì'Dt-t-c'D.-t-l/'D/4-e'D,4/'Dy)3*’u — 

>/l 


. / W , jt oe\ 

~a , +0 J 
de ' ee , 




-2erl"'J-2e'rj-2/'|' 


’fd\ 

ee 


\ed\ \ed{ 

La ■3'’’(«,tt) — 0 

è la condizione, per cui la ditoma u'=:.0 passa pei vertici di un lrìan|;oln 
polare di sè stesso rispetto alla ^ «mO .La . . . ' 

- (3'’'(«',«)r— 43 '‘'(ii,«')-.3'V 

è la cDiidizione perchè uno stesso Uiangolo possa essere inscritto nella u = 0 
e circoscritto alla u'inzO . Come vedemmo al § 67, così anche questi 3'*» i ’ 
3*’(“ 1 “") possono applicarsi {Salm. § 140) a forme di grado superiore, sosti- 
tuendo alle lettere a d ccc. le derivate-seconde D,’ D,','/ *•'''■ “ 

L’ equazione reciproca di u-J-Ao' è {Salm. § 140) 

'3’ìt)“ avendo il valor dato al § 83, ed essendo • ‘ ■ 

• 89. Quadratiche canoniche. Riferendo le due dilome (curve di 2.° ordine) - 
u^inO l/j~0 al lorp triangolo cardinale (cioè polare di sè medesimo, ri- 
iS]ietto ad ambedue) le equazioni prendono le forme-canoniche {Salm. §140), 
cioè d—ezizfzzd~e'~f —0 -, allora si ha 

yu^zniabc , 3’'«,'=o'4V I 3"C"„, »„')=o'4«4-*Va-tTCfl4 
■ '^'\\)ujzd)cX'-{-caY'+abP , ‘ V • , 

'S''VL){u^,u^)zz{bc-^b’c).^l^{ca’-lrac)T‘+{ab'-hbd)^ • 

e si ha il cóvariante ■ • ' ' . 

. 3'**2X“o < u^)~aa'{bc -\-b'c)x'-\-bb'{cd-^c a)y -{-cc {ab' -\-ba')z^'^ 

■ ■ ^u^.T{u„u'^-b'c'a'jc'-c'àby-db^c'£ . . ' 

Date due ditome u~0 u'—O se si vogliano riferire al loro triangolo car- 
dinale {Salm. § 142), si dedurrà dalle loro equazioni (§ 88) i valori degli 
(uvariàiiti "■ ' ■ 

Tu , Tu , 3>,«') , T{UyU) . . 

c dopo ciò se le equazioni divengono ' , . 

. u-ax'+by+cd-o , u;^'+y+z'=zo 
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sai-i % '\—abc \ T'd,=z\ , i ' 

quindi a b c -sono le tre radici dell' equazione 

«TV— «’3'V , 3'’’«=0 

E il medesimo problema quello di trasformare l’ equazione a coordinale 
Cartesiane ortogonali di un ditomoide (superficie di 2.° ordine) in guisa che i 
termini di 2.° grado {x,y,s)' si riducano alla forma ax'-^by , 
nello stesso tempo che rimane invariato. '* 

90. Simboli di derhàzione. Facciamo qualche cenno del modo di ricercare 
i cnncomilanti che il Salmon dice ibe hyperdelerminanl cakuìus; riteniamo 
sempre che i, y^ ... , x, ccc. sieno sistemi di variabili rogredienli 

e che X Y . . . sìa sistema contragrediente (§ 82). La funzione ( Salui.^ 

§ d06) 

I J'.r. I ■ ■ • ' 

ò un invariante, e sostituendovi i segni di derivazione si ottiene il simbolo 
ihvariantivo _ • 

• ■ U..D — d^d,:=:K)2M ; ' . ■ 

* * * * . 1 . . 

il Salmon lo segna con li , che lo pongo tra 1 due K ' M per conformit.ì 

colle altre caratteristiche di derivazioni-differenziali. La ripetizione della stessa 

operazione si segna con . 


■ . . . • K 42’ M = d:. d;-2d:;;. nV-t-D’,. d; ; 

si noti che a ciascuna derivazione cid suffisso \ deve posporsi la forma . 
e che ciascuna derivazione col suffisso 2 si riferisce alla - u, .Se queste 
due forme sono uguali, il precedente K 12 ’M diviene identico col • 

doppio del simbolo dell' llcssiano (§ G8) . . 

. K(D’)’Mz=i.;.D;-(D;iy : 

in generale il simbolo K I2"M applicato ad una sola forma; u (che deve . 
porsi due volte in ciascun termine) è. identico (fatta astrazione dal coefficiente 
numerico) al simbolo K(d'’)’M , che cosi rimane definito indipendeotcmenti! 

dagli invarianti 3’’(x',^')'’ . . . ’ . 

91. Il simbolo KT?M " dà'im invariante del sistema di due' quadratiche . 
binarie' (5a/za. § 106) ' . '. -e ’ ' • ■ . • ' ’ ' 

' ' u^—ax'+ìbxy^cy’ , u~zdx'-\~2b'xy-i-c'y' _ ' . • 


60 - 


SI IVTO DELLA TEORIA DELLE SOSTIIt'ZlOKI LINEARI 


.cioè, ommeltendo sempre il mollipllcalorc numerico comune, ^ 

K T2*M , u,) ' •’ • 

Similmente per due cubiche si ha r invarianle . \ 

K (2‘M «,u — «,-3 D’;>,D;>,-t-3D;-* k;»^ «^-d; b, dì « — 

. . —ad — a'd — 3(éc — t ; 

si ha pure il concomitante 

KT^'^o^u—(ax-^by){c'x->rdy)—‘ì{bx-hcy){b'x-^rcy)-^{cJc-\-dy){ds+by) 

già (lato al § 36, e cns'i in seguilo. — Quando le due forme sono identiche si 
ricade nella formula (IH) del § 67. ' 

92. Lo stesso metodo vale per analoghi simboli di derivazione ; . cos'i 

(.Sfl/ffi. § H0) K 12*23“ indica che nelle tre forme ' », «, «, 

deggiono rispettivaménte eseguirsi le derivazioni che nello sviluppo di 

• V . (l>,.D,-D,.DÌ)*{D..D,-n..D,)"(D..D,-D,.D,)* , ‘ , 

' 1 j * r s I j * i' I > 

sono affelti dal sùffissi f 2 o 3 . Supponendo poi si 

tolgono i sulTissi e si vengono per tal modo a determinare i significati dei sim- 
boli preciidentemente indicati (§ 67) con K(d'*)‘M , che servono- a trovare 

gl' invarianti ,/)'“ ed i corrispondenti covarianti. Un altro simhohs di 

derivazione è {SaJm. §iH) 

• ■ K 12’. i3 . d;-2dV . DÌ;;-t-Dl. dJ) (d,. d,-d,. d,)-«,o,u, • 

It' f S SitSSl 

. =rD>,D;u,D,u,— i)l>,(2D:^>,D,«,-|-b;«,D.u,)-i- . - 

la quale applicata ad una sola cubica u,=ru,=:«, ne .dà 1* evettante del di- 
srrimniante (§”30). Il tipo generale degli invarianti di 4.° ordineè {Salm. § dfl) 
i K 42*.34f.TÌ^.JÌ^.74*.Ì3»>I«,U,U,U^ .. . 

93. Gli stessi principi! si applicano alle forme teriiarie (5a/m. § 1 14) 
come con K t2 M abbiamo segnato ( § 90 ) il determinante sirobQlirn 
I D,' , p, I , cos'i pure porremo 


Kia3M = 


D, . I D, 
* > . • 


ecc. 


Dopo fatto lo sviluppo ògoi termine,, per esempio, D^,i>ÌD„D, si cangerà :itf 
- , e{c. ; potrà poi supporsi b,~b, ' . In tal modo 
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■ . ^ dà 3, *''(•*■ / 

Km'Muutf dà )' ' ■ 

il. simbolo K m’M applicato all' equazione di una qualunque curva ne dà 
riie&siaao. ‘ ' ' * 

94. Possono iuirodursi nei simboli (Saint. § HS) anche k variabili reci-, 
proebe X Y Z , cioè'conlragrcdienli colle .F ~ è quindi cogr©-' 

'dienti colle i), D,, D, ; cosà segnato con Jia il determinante . . 

Tn D.— Ad.d — J'D,n,-f-7'D.i),4-ec.= ( yT, D, , 1), I ■ 

. il I « Il I j ri 

sarà KJTa’M un simbolo invariantivo da applicarsi alle a, 'a, . Se que- 

ste SODO due quadratiche ternarie se né deduce un concomitante di 2." ordine 
rispetto ai coefficienti e di 2.“ grado rispetto alle variabili X Y Z (§41), 
il quale diventa l’ equazione della ditoina reciproca (§ 83) quando a, a, . ' 
(ili stessi simboli danno pure alcuni concomitanti misti contenenti-! due sistemi " 
contragredienti x y z X Y Z . ' . ' 

. 95. Analogamente a quanto dicemmo al § 8S per trovar i concomitanti col ' 
sistema di tre quadratiche a, a, a, (Salm. § 141) si calcolerà il discri- 
minante di Xa,-4-^a,-|-ra, che sarà del 3.° grado rispetto ai coefficienti - X 
fi > , ed i moltiplicatori delle varie potenze di questi saranno altrettanti inv.v 
rlanti.il coefficiente di A/tr è l’invariante (§ 93) . ■* ' 

K », ».= T (*». . «,) = ‘ , . , 

~ah é' -trìdef — a((/-|-zr)* — i(c+e")* — t(J'-*rJ"^->r tutti i ter- 
mini analoghi mqtando gli apici. È pure da osservarsi il Jacobiano 
. ax->rJy-\-ez ,óx-\-fy-^e'z ,d'x-\-f"y-\-e"z 
K iw Mm, «,«,=; fx-\-by-\-dz ,J'x-\-b‘y->r(t z =3"'3)(//,, i/„ «,). 

. exJf-dyYcz , e z-\-dy+cz e'x-yd'yYd'z 

96. Per là cubica ternaria prendiamo (Saint. § 143) la forma canonica 
uzmx'-try'-^z'+^mxyz , 

essa avrà 1' Hcssiano 

Kr2s’Mi«w“3'*’3)“— m’(-r‘4-y+-s‘) — (ì+m')xyz ' 
e tutti gli altri covarianti saranno funzioni di questo e della forma primitiva'. 

Si ha pure il concomitante misto 

KJ\'^%uu~(yz—nfx')X'-\-(zx—m'y')Y-‘r(xy — n'd)i^A- 
..-h2(m'yz — mx‘)YZ+2(m*zx — wy')ZX-i-2(m'xy—mz')XY ^ 
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. die segno con 3’'2 ,d)“ . i due numeri 2 ii iiidicandu die esso è dd 

' . 2.'* grado tanto rispetto alle variabili primitive x y z quanto rispetto alle 
reciproche X Y Z . , 

97. Se nel predetto roncoinitanle misto (Salm. § ■145) mutiamo X Y ‘ • 
Z in Bj.- I). , otteniamo un simbolo invarianlivo, il quale applicato alla 

cubica u ci dà 1' invariante, che per la forma canonica è 

Tu~m'—m. ' ■ • ' 

ed -applicato invece all’ Hessiano 3”’3)« dà 1’ altro invariante ‘ 

3'‘’«— i— 20m’— 8/»‘ ; • • ■ ■ 

essi furono dati in tutta la generalità (§ 100, bb, §§ 199, 200) segnandoli rispet- 
tivamente con S c 1 . Ne viene che il discriminante, ossia il risultante 

, y ^<ìmxz , z'+tmxy) 

. che si scorge essere (l-(-8/n’)' è sempre 

®«=(3V— 64(3‘’«)‘ . 

L’ evitante dell’ invariante 3'*’« (Salm. § 146) dà il rontravariaiite 

Tm)u—(i—i0m')(X‘+r-\-Z‘)—G(5m'+Am')XZY . ' 

Il secondo evettante 

. ■ . 6’3'‘'«=3"'vi)« ■ • 

dà l'equazione della curva reciproca della tritoma (curva di 3.° ordine) irzzO - 

. Wggasi § 400, f/. , , . 

, 98. L’ eliminante delle tre quadratiche ternarie (§ 95) appartiene a quella 
classe d’ invarianti che Sylvester dice combinanti, i quali rimangono inaherali 
non solo per le sostituzioni lineari delle variabili, ma eziandio se alle forme si 
sostituiscono' altre loro funzioni lineari. Per decidere se I’ eliminante 

* ", ’ ■ / 

sìa identico coll' invariante del Jacobiano ' . ■ 

■ . ' W'3)(o.,«.,«J] ■ . 

c coir invariante 3"’ del dbcriminantc della forma ■vconsi- 

■ derato come una cubica rispetto alle variabili X, fi r , basterà considerare 
, (Salm. § 151) le tre forme > , ' • ' 

, . ' y — z' , u,—z'-y-'ìlyz-\^mzx-^^nx)\ . , 


• ■ • . • V 
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il loro eliminante & - , * ■ 

7?„„=(l-t-2/+2m+2n)(l-2/+2i«-2/»)(4+2/-2m-2«)(1-2/-2ffi+2«) 
fd è poi 

®(A(/j4-/u<,-t-'*<,)=(2/«i/» — n')y'-\-(ii' — /’)i'’A-i-(n’ — m')y' fi — '-^'f! — Xfi-^->,fit .■ . 

3;‘'(S)=i—8(/‘+nj‘+n)+16(/’+/n'-t-«*— /■/»’— /nV—nV)-+-48//nn • 
e la loro dilTerenza è un quadrato 

. 43.'*>(S>)-3B,.,.=(l-4r-4m’-4n*)‘ . 

99. Le caratteristiche di derivazione (§ 90) possono tutte ridursi ad alcune, 

. che il Salmon considera come modelli {slandards), e che per le forme binarie 
(Salai. § 469) sono ; 

r Hessiano KTa'M 

e gli altri distribuiti secondo il numero dei fattori che contengono ■ ’ 

" ■ ■ ; Kii'.uM , 

K^ 2 *M .oppure K < 2 ’. S 4 'M=K 12 ’M’ , 

KtT.taM' .oppure K7a’. tj.l5’M=KÌ2’.T8M.KÌ2*M . . 

KiVM .oppure K72*.2Ì*.3i’M .oppure K 12 ’. S4‘. m’M =v K ib’M’ , ccc. 

Le riduzioni si eseguiscono mediante le formule identiche ' ' - . 

! — Kl2.2:iN-f-Kl4.2lM=:0 ‘ 

• ' ■ K M + K M Kd ,?2 N ~ 0 , ' ' 

I l I 

' sicchfc ponendo j:D,+^Dj.:z:S , 

{la qual operazione consiste, come è ben noto, a moltiplicare una funzione omo- ' 

genea pel proprio grado) si ha - • . _ 

• ks,mM-hks,ìtm-i-ks,)^n=o ■ ' 

da cui quadrando viene (Saim. § 466) • 

. • 2K3,S,T2 .uM=KVrs’M-l-K?;r2’Mr-KVr3’N ; ^ • 

*> 

c nel caso che le tre «. u, o, slcno eguali si ha , 

2KS,S.r2.r8M = KS,T2’^ , 

la quale si sviluppa in ' t ‘ ■ 

(n— 4)[n>(D,«)' — 2Dl;',«D,«D,«+Dj«(i)^)*]=nuKuDja— ( d»)'] • 

Per le forme ternarie si hanno le formule (5(//n».'§ 172) _ . 
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■ <• > ' - ' ' * . - ■ 

. ‘ KS,r23M = KS,234N — KB^TiTN-i-KS, 

, KTiS. Ì 45 N+K tTj.i5ÌM + KT^,is4M = 0 , ■ 

■ K .vii . .va j M + K 123 . .rri M K jTji . 124 M = 0 
; (.rX+) K T28'M= K^, ,T2S M+KS, X3I M + KS, 

■1 00. Aggiinlgo i titoli delle memorie, che conosco almeno per .illriii dianone, 
e che si riferiscono alla teoria delle sostituxioni lineari, all’ climinaxioné, alle 
funzioni Slurmiane, ecc., omettendo ciò che rigua'rda il solo calcolo dei 
determinanti. • ' . , 
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e) Gtesa, Diaquiaitioari arilkmelicae, 1801 4 Citate nei §§ IC, 37. 

4') Poissaa. Elimìnontc, suo grado, dimostrazione. J. Ec. polyleckn. t808, IV, rj, pag. top. 

Il'') Rset, Eliminazioni speciali. Joum. Ee. polyleclin. tS09, Vili, io, p. I(>2. 
e) Cessisi, Disquisiz. dai melodi d'. eliminazione. Mem. Soe. Ilaliana, ISIS, XVI, ed Origine 
drlf .l/yc4ra. Parma 1799, li: ' 

d) CitcDT, Disorìminanti, invarianti, pcninvarlanti. J. Ec. pohjleckn. 1815, X.zny, pag. 487. 

'Citato '§§ 26. 80„3I. _ ' 

e) Determinante per kf perturbazioni secolari dei pianeti. Excrc. de Uatk. 1829, IV,' 

png. t.i0. Bull. FèrussaCf VII, n.* 67. . ., 

Sita», Determinante prodelto. «iiW. Feruis, 1829, XII, p. 3 18. • ' 

p) IIiEi, Caso partk'olare di eliminazione. J. Creile, 1880, V, pag. 320. 

A> JicoBi, Radici di più equazioni simultanee. J. Creile, ASSO, V, |>ag. 3.I9. 
i') Lisai, Espressione complicala dell' eliminante. J. Creile, 1830, VI, pag. 07. 
t") Sizsca, FalcrrucAnnpcis sulle forme quadratiche e Juro signiliealo geometrico. 1831, di 
pag.^148. Journ. Creile, 1840, XX, pag. 312. Citate nel § 37. 
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i)i Jicod, Riduiione delle quadratiche alla furma canonica. J. Creile, Ì8t4, XII, p. 4, 1827, II, • 

p. 238, 4845; XXX, p 54, floHV. 4m. Tcrq. 1854, X, p. 258. Cior». Àrtaéieo, XCVIII. 

/) — Eliminante, metodo del Béaout. J. Creile, 1830, XV, pag. 401. JV. 4n». Terq. 1848, ‘ 

VII, p. 418, 458, 287. 

n) Binar, Caso pgrlicolare di elimiaaaione. Jtmr». liouv. 4837, pag. 248. 

«) !,»£$«», Riduzione i)e4le quadra4iebe alla forma canonica mediante sostituzione ortogonale. 

/. Liouville, 4837, II, pag. 337. 

o) SiLTzsTza, Hiloe. Mofaz. tic. 4839. Citalo § 81. 

p) Ciccar, Melodi di eliminazione di Eulero, B^onl, ere. Exere. 1 4«. et Fife., 1840, I, 

pag. 385.> ■ ^ 

f) Ricazier, Grado dell' elimiaante. i. Creile,- tSAO, XXI, p. 220. If. ina. Terr/. 1850, IX, ~ 
pog. 228. : 

r) LtoaTiii.z, Eliminante di u = 0 e aau-t-nv,u = 0 . Covtplee U., aotU 4841, XIII, . 

p. 412. /. AiONV., VI, p. 345. 

a) Minainc, Grado dell' eliminante. /. Creile, 4841, XXII, p. 478, J. lioue. 4841, VI, p. 442. 

<) iicoai. Determinanti funzionali, y. Creila, 4844, .XXII, p. 319. Cil. al I 09. . * 

«) Baoiz, Cemirid. Halk. l. noe. 4841. 

V) Srcin, Espressioni dei residui Slurraiani. /. Uom. 4842, VII, p. 356. Cil. al § 81; 

x) PlOcizs, Determinanle che d4 gli osai dei ditomoidi. J. Creile, 4842, XXIV, p. 60, 283. 

y) BosciiaDT, Determinante per le perturbazioni secolari dei pianeti, applicaz. del leOr. di 

Sturm. A Uovv. 4842, XII, p. 50. J. Creile, 4845, XXX, p. 38. N. Ano. Tery. 4852, XI, 

|>. 403. Citalo { 81. 

:) Kcssza, Determinante che di gli oasi dei ditomoidi. A. Creile, 1843, XXVI, p. 268. Cil. § 81. 

ad) Micncs, Ondo dell' elimiaante. J. Creile, 1843, XXVI, p. 305. 

ai) EisensTZUi, Cubiche, forma canonica, discriminante e sue relazioni. J. Creile, 1844, XXVU, 
p. 75, 89, 105, 319; XXVIII, p. 289. Citalo al § 30. 

ae) lizssa, E&miiianle, suo grado, quadratiche ternarie, determinanti, ecc. J. Creile, tS44, 
XXVII, p. 4, XXVIII, p. 68. 

. ad) Fiacz, Grado dell' eliminante. A liaur. 1844, IX, p. 334. 
ac) CircsT, Relazioni d' invarianti, ipcrdelerminanti. A Creile^ 4845, XXIX, p. 54, XXX. 

af) Roszaaiia, Eliminante mediante speciali valori. A Creile, 4845, %\X, p. 457. 
a;| Misniae, Grado dell' eliminante. A Creile, 4846, XXXI, p. 4. 

ak) l.iocmiz. Eliminazione Ira una speciale classe di equazioni. J. LIoup. 1846, XI, p. 477 
a4').Cnzim, Similmente Eaceolla ecienl. toma, ao. II, n.i 6, 7. 

ai'l Plcczzz, Teorema generale suH' eliminaz. di più variabili. /.Creile, 4846, XVI, pag. 47, 

_e IV. 4aa. Terq. VII, p. 203. 

al) CiTLBT, Slurniiani mediante le radici ed i coefScienli dell' equazione. /. liouv. 1846, XI, ■ 

p. 297, 1848, XIH,p. 269. ' . 

all Eliminante, sue speciali riduzioni. Iperdelerminanli. A Creile, 1847, XXXIV, 

pag. 30, 148. 

aat) Eui.vsTcia, Definiz. degli invarianti. A Creile, 4 847,' XXXV, p. 447, 275. Cil. al } 37. 
aa) Lioctillz, Corrispondenza Ira I valori di 2 incognite in 2 equazioni. A .Aèotiv. 4847, 

XII, pag 68. . . • 
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aa) Hu», Cubii'he, Beasioao. J. CreUe, I8A9, XXXVIII, p. 262. " 

op) CiTinT, Furmole per le quidmlicbe. A Crrllf, <849, XXXIX, p. 14. . 

a<[^ AioneoL», Determiaanlc della rubira temarìa. J. CreUt, XXXIX, p. 140. 

a/') lliaaira. Teoria delle quadratiehe ternarie, y. CrrUr, <850, XL, p. 178. ' 

or) JoicaufSTaiL, Equaz. ai quadrali delle diOerenze. H. 4a«. Tarq. <850, IX, p. OS. - ‘ - 

or) Ciizai. Iperdelenninanli, covarianli. /. Creila, <851, XLII, p. 368. 

al) BiiiiiaD, Jaeobiano, J. Liouv., mai <851, XVI, p. 212. Citalo al | 69. ' • ' " 

oh) SiivesTU, Pkit. Majaz. aoét, noe. ISSI, aviil <858. Coati, a. DuUi» J. JfolA. /. VI, p. 186; 

IX, p. 03. Erzop Loaéon, <851. CU. al { 78. 
ex) Scni.iri. 1 , Eliminanti, Àkad. IVùeeiuekaft. Wien <852, IV, 

oy) Fu ai Biczo, Riduzione delle binarie alla forma canonica. J. Liouv. mai <853, XVII, p. 198. 

oz) SiLTistn, Caaii. a Duilia Ualk. ]. <852. 

ka Cajley, CommutanU, ombrala, C. a. Oaifia N. A <852. 

bb) Stmoa, A Treatiee oa Ike kigker piane eunee. Dublia, 1852. CU. $$ 88, 40, 97. 
ir) PiauLi, Eliminazione Ira flx,y)=0 , f'’ — 0 , F“=0 . 4aa. Torlel. 1852, III, p. 216. 
id) Koaii.tz, Espreaaioni dei reaidui Sliirmiani. li. Ann. Terq. <852, XI, p. 888. 
i<) SiLTzsTti, Determinanti per le perturbazioni secolari dei pianeti. N. 4a». Terq. <852, XI, 
pag. 484. 

b[) llitse. Quadratiche qaalemarie canoniche. J. CreUe, <858, XLV, p. 98 . 

bf) lIuBiTs, Stormiani eapretei mediante le radici. Complee R. <4 féar. <858, XXXVI, p. 294. 

i4) SiLTZtTca, Teoria delle relazioni sizigeliche, Sturmiani, tee. fkU. Tran». Loado», <858, , 

CXLIII, p. 407. Cit al { 81. 
bi) CtiLEi, Pkil. Uagaz. nov. <858, marck <854. 

bk) CiiLZT, Covarianti, equaz. a cui soddisfanno, invarianti frazionarii. J. CreUe, <858, VLII, 
pag. 109. 

bl) nsaaiTB, Coati, o. Dubl. Jf. A IX, p. < 72, 2< 5, 1 854, p. < 81 ; XIII, p. 1 98. Cit. $$ 82, 48, 52. 
ini) Bsioscai, Quadratiche trasformate in si stesse. Aao. Torlel. giugno 1854, V, p. SOI. tnva- 

rianli, risolvente, evettante, ivi, V, p. 207, e ner. V, p. 409. 

io) Residui Sturmiani e storia relativa. IV. 4aa. Terq. 1854, XIII, p. 71. 

be) JoicBiiuTazi, Teorema dello Sturm. J. CreUe, <854, VLIII, p. 886. 

bp) Siraos, Coati, o. Ottilia Jf. J. [eb. <854. 

bq) CtrLZT, Memorie sullo forme. Pkil. Trake. <834, CXLIV, p. 245. Coati, o. Dubl. M. 1. 

mag 1854. * 

ir) Covarianti delle forme quadratica cubica e biquadratica. 1. Creile, < 855, L, p. 280. 

it).Fii DI Bavao, Invarianti della cubica, condizione che sia risolubiie, discriminante ere. Ann. 

.Torto/. <855, VI, p. 828. 

M) Equazione ai quadrali delle differenze, ivi, p. 888. 

in) Equaz. differenziali cui soddisfanno le funzioni simmetriche, eliminante di due bi- 

quadratiche, ivi, p. 412, 476. . 

bx) TozTouai, Discriminanti delle binarie, relazioni, appbcazionc alla risoluz. delle equazioni, 

•, ivi, VI, p. 4861 

4|r) CoNizscczs, Inrorianli, y. Tiovv. mv. <855, XX, p. 337. 

• - ... V 

k'*"' 
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ti) Clini, Partiiinne dei numeri. PkiU» Tram. 1855. 

ea'l BtioscHi, Determinoi. delle ridici comuni ■ due equiiioni. JV. di». T«rf. i855, XiV, p. 81. 
cu") Bsiiiii, Cubiche binarie. Quarteria J. avril (855, I, n.* (. 
et) Ciccii, Metodo delio Slumi ec. Compì. 25 mot (855, XL, p. (329. 
rr) Biiuiii, Radici reali del delermiuanle per le perturboiioni se;-olari dei pioneli. Compiei R. 
ooit (855, XLI, p. (81. 

ed) Biioscii, Discrimiuanle delle binarie, equazione ni quadrati delle dilTorenze, inTarìanti, co- 
varianti, cubiche ec. dm. Tortai, 1856, VII, p. 5 ... 21. Cit. ni § 33. 

e<) Equazioni caratteristiche dei discrimininli, invarianti di 3 .‘ ordine delle binarie, 

ivi, p. 6d . . . 68. 

ef) Covarianti delle binarie, Bessiano, iri, p. 69. - ' 

tf) Binarie, eovarianti associati, ivi, p. 23 (. 

eà) Legge di reciprocità, partizione dei numeri, ivi, p. 305. Cil. 33, 53, 65. 

vi) Covarianti delle seatirhe. Ciani. Iti. Comi. (856, Vili, xlv. Cit. 33, 76. 

ef Riduzione delle quadratiche alla forma canonica, funzioni clie hanno la proprietà 

delle Sturiniane, Citazioni. N. dm. Terf. (856, XV, p. 264. Citato al $ 81. 

eà") Analogie tra i determinanti binarii e quelli dì 4.* ordine. J. Creile, (856, Lil, 

pag 133. ' 

el) Fu VI Bauzo, Funzioni omogenee in indice, Ternarie, Invarianti delle quinlicbe, da». Tar- 
lai. 1856, VII, p. 76. CiUL 32, 76. 

em) — Eliminante di più equaaioai espresse colla somma di determinanti, dna. Tarlai. 
(856, VII, p. 222. 

e»') Espressioni degli Sturmisni, ivi, p. 314. 

<■ (IS.UI 

ea) CiTiLiz, Chiede di determinare il B . JV, dm. Terq., ( 856, XV, p. 257, n.° 4. 

SM 

Cit. nel i 65. 

ce) Cinsi, Valori delle incognite nell’ eliminazione. Teorema di Schiàlli. da». Tarlai. (856, 
VII, p. 454. Cil. { 9. 

cp) Eliminanti. Pàtioz. rrom. (856, p 7(5. 

cq) itasMiTS, Binarie, Covarianti delle biquadratiche, quintiebe, ece. J. Creile, 1 856, Lll, p. (, 28. 
Cit. i 52. 

rr) BaiLitiTU, Sposizione elem. della teorica dei determinanti. Uem. lei. Venelo, 1857, Vili, 
p. 67...(24. 

el) CiiLzi, Curve del 3.* ordino. Pkilat. Trmt. (857. 

c«) Forma canonica, canonizzante. J. Creile, (857, LIV, p. 48, 297. 

ev) Espross. più semplice deH' eliminante. J. Creile, 1 857, LUI, p. 366. 

ex') Baioscat, Nuova proprietà deir eliminante. Relazione tra i rovorianti della biquodratica. 

/. CreUe, (857, LUI, p. 372, 379. Cil. $$ 3(, 52. 
ex") Fu DI Barso, Sulle relazioni preoedenli. I. Creile, 1857, LfV, p. 283. 
c|) Bzmiiz, Sogni dei termini nelle canoniche delle quadratiche. /. CreOe, (857, LUI, p. 271. 
ezFBzLLimis, Cenni elementari sui discriminanti, invarianti e covarianti. Àlli letit. Venelo, 
(858, IH, p. 65... 90. 
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ia' BcLLiTiTn, Valori delle iocognite DeH’elimiiMiioBe, M, III, p. 620. Gii. | 7. 
do") lliMiTi, Cubiclie leroarie, forino canonico. /. Lmm. I8B8, III, p. >7. CU. { >8. 
ii) Detti; CorariaoU delle binarie. Aim. Tortai, 4858, I, p. 129. , . , / 

de) Comhioo'ali del stilema di • (n-l-0**''*, ret, I, p. 144. 

dà) Baiuscai, CuToi'ionli •Ielle biuaric ternarie, ere. ÀUi Itlit. Lombardo, 1858, I, p. Ili. Aia. 
■* Torlùl. 1838, I, n. 138. ^ 

de) — — Cuvarliinii e<l invarianti delie binarie. Aan. Tortol. 4858, t, p. 296 ... 308, p. 3 i9.. 

jèi, 1 83!), II. p. 82 . . . 83, p. 265. ' . 277. Gii. ai (jj 3 1 , 32' 57, 67, 76' ‘ 

df) Fu DI llai.vo, Eliminanto fra due biquadratiebe. A»a. Torlol. 1858, p. 362. 

Toarouxi, Hloria, tliscrimioaali e relaziuiii trovate dui Gauchy. 6'ooip/« B. Il ori. 1858, 
Vl.ll, p. 398. 

ilA) GS.T0C0JII, Sopra un assurdo Dell' eliinioasione. JV. 4a*. rary. I8W, .TIV, p. 259. 

■idi) CtvisT, Eliminante di due equoiiooi e funzioni simmetriche dello radici, Sturmiani lino al 
3.* grado. Phitor. Tram. 1858, CVLIt. 

■db) lizsss., Eliminante espresso da un determinante di somme. 4 m. TofM. 4859, II, p.-5. 
dO TÒST 01 .I.VI, ProdoUo di due biquadratiebe ridotto ad egosi forma, irf. II, p. 9. 
dai) DiscrìmUiante delle biquadratiebe e quiolicbe. Starla, ivi, p. 17. ' 

dn) Bellavitis, Partizione dei numeri, in, II, p. 437 . , . 447. Cit. {{ 42, 47, 61. - 

do) BeicniioT, Eapreasione dell’ elimioiole data dal Cayley, fot, II, p. 262. > ' 

dp) Rosiars M., Equaz. ai qqndrali della diflerenze, tei, II, p. 830. ' 

dy) Cinsi, Equaz. simile, tri, p. 165. 

dr) Jissaiiz, Riduzione delle cubiebe. CompUt, 1859, VLIII, p. 351. 

da) Ciner, Equaz. ai quadr. delle dUferense delta euUca. Quort. JfalA. J. y'auv. 1 860, III, p. 307. 
di) Miinca, Eliminanti K„,„ espressi coi determinanti, tir. Aesd. Padova 1860, Vili, p. 60. 


■ V 
’. ■■ *f 


’ ' Soglie t’ indice delle parole, dei segni e degli Autori. 

Armonici (Punti) { 18. ' 

S =:B ouniero delle parlizioni éi a io p parti aceile tra i 0,1 ,2 ... » 

9 ■ p f» • 

B numeroiielie partizioni di ju in p porti non negative. - ' 

t* , . 

;• Bf numero delle partizioni di ^ in parti positive. Il i2, 25, 61. 

Binarle, || 22, 28. — Biquadratiebe, 22, 3t, 40, 52, 75, 79. 

Canoniche, || 30, 77. — Cardinale, 89. — Catateeticanle, 67. — Cogredicnti, 72, 82. — Guui- 
■ binanti, 98. — Concomitanti, 2 1, 22, 24, 82. — Ceiuliluenl#, t. — Cuntragredientì, 82, 
94. — Contravarianti, 22, 81. — Covarianti, 19, 22, 49. — Cubiebe, 22, 3n, 36, 38, 39, 
51,74,77,91,96.' 

Decimiefae, I 84. — •= perivazione-diiferenziale, 9. — • 


».» 


/d* \ /d* \ 

\d*)rdp/ ■ ’ * j~V4tdp / ’ ~ ^ • '7 Derivazioni rispetto agli indici, 43, 54. 
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Delerniinanli L — Dialilii-o, 5. — J» = DUcriniinante, ^ ^ R4. — Oitome (Curve 

di 2^ ordine) 88, 89. — Diloinoide (Superficie di 2.! ordine), 89. — nuoderimirhe LL 

■ , — •; j: . Ji !_.i: — .. .1,11 , kt« 


£ = numero dei covarionli di ordine p e di indice (i delle : 

r 


25, ii, 63. 


e"'”^ — e"*' per numero degli invarianti d' ordine p deilo SS 25, 37. — 

Elementi I. — Eliminante, 4, 10. — Emanante, ^ 72. — Euritmico. 86. 43. — ( — Evcl- 
tante, 71, 86. — Forme, § 14, 22. — Grado, | 22. — Hest = Hcseiano, S§ 6^ 68, 87, 93. 

Invarianti di ordine p rispetto ai coeffieienli c di indire SS ^ 2S. 

3 fli) = Covarianti di grado m rispetto alle variabili, || ^ ^ ' 

. * 

iff) 

3 2,m) = Concomitante misto di grado 2 rispetto olle variabili dello forma e di grado ni 
1“ 

rispetto alle reciproche, 83. — Indice, S§ é, ^2^ 46, ^ 85. — lararìnnti, 15, 

■ 22, 46, — Jac = Jacobiano, 14, fiSL — H H simbolo di derivazione, 67, 90. — Lineari, 22, 

— Modulo, L5. 

Uidine, S 22, — Ortogonale (Sostituzione), 81. — Oltoviehc, 3^ 80. — P/, coefficienti 
della trasformata senza secondo termine, 26, 45. — peninvarianle d’ ordine p e di ' 
indice n , 44, 42, — fi prodotto delle differenze delle radici di un’ equazione. 28, — Par- 
tizione dei numeri, 64. — Pcninvarianli, 26, 35, 44. 49. — Poi = Emanante, 20, 72. — 
(juadraliclic = Qaadrict, 20, 35, 37. 41. 42. 73, 81, 91, 95. — Quanlice, reggasi 
Formo. — y uaternarie, ^ 24. Quintiche, ^2, 76, 78 — Eliminante tra equa- ’ 

ziooa dei gradi n,n... 4,10. — Redpruca (Curva), 83, 86, 88. (Sostituzione), 21, 82. 
(Detcrminanlcl, {, — RcciprociUt (Legge di), 36, — Risultante, veggasi Eliminante. — Se- 
mieurilmico, 2^ 46, — ’ Seslielie, ^ 76, 79, 80. — Settimiebe, 64. — > Simboli di (b'riva- 
zioDC, 67, 90. — SosUtuzioni, 80. — Standarde, 44. — Ternarie, 14, ^ 37, 54, 8J, 93. 
Poi-modulare, § Li. — If'eifit, 23. 

Aronbold, S 100, 07'). — Bertrand, al). — Belli, di, de). — Ddzout, 10, 100, 0, C). — Binel, . 
100, »i). — Boote, II, 100, «). — BorcbardI, p, do). — Brel, 4"). — Brioschi, 4«, 4n, co', . 
ed, ee, cf, eg, ck, ci, et, et' dd, de). — Catalan, cn"). — Cauchy, d, », p, et). Cbelini, oA ). 
— Cayley, 1 1_, 47, 1 00, n», et, al, <u, 4o, li, Ik, Ig, Ir, Iz, co, ep, et, cu, er, di, dg, di). . 
— Conihcscure, kg. — Cessali, c. — Cramer B). 

Eiscnslein, § tOO. ab, am/. — Eulero, 6, 100, A, C). — Faè, 100, og, bt, bt, tu, et, cm, cn', 
cg, dfj. — Finck, ad/. - Gauss, a/. — Genoerhi, dk/. — llermite, ag", bg, bl, co", ce, cg, , 
cg, da", df/. — tiesse, ac, ao, b(, dk/. — Hill, g/. 

Jacobi, § 100, A, t, /, I/. — JoachimstbaI, or, bo/. — Koralek, td). — Kummer,z). — Lagran- 
ge, £). — Lebesguo, n/. — Libri, i'/. — Liouville, r, oA, ou). — Magnus, ae/. — Alinich, di). 
— Mindiog, », ag/. 

Padula, le/. — PlùHrer, *, ai/. — Poisson, A). — Richelot, g). — Roberts, dg/. — Roseubain, 
af). — Sulmon, tt, tp). — ScblAlli, oa;). — Seeber, i") — Slurm, r). — Sjivastcr, S ^ • L 
78, 100, 0, ou, oz, to, te. bk/. — Tnrtolini, bx, dg, di, da/. — Vandennonde F). 

(Leila ai 12 Agosto 1860). . 
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